


Índice

8
MATEMÁTICA | LIBRO 6
Análisis 2

11

12

13

14

15

16

17

18

21

23

27

28

29

30

32

33

39

41

42

43

44

45

47

49

54

Ca pí tu lo 1

Derivadas

Pro ble mas y re so lu cio nes 

Velocidad media

Pro ble mas y re so lu cio nes 

Velocidad instantánea

Pro ble mas y re so lu cio nes 

Derivada de una función en un valor

Recta tangente al gráfico de una

función en un punto

Pro ble mas y re so lu cio nes

Función derivable en un valor

Pro ble mas y re so lu cio nes 

Función derivada

Pro ble mas y re so lu cio nes 

Propiedades de las funciones 

derivables

Derivada logarítmica                                                    

Funciones derivadas de funciones

elementales

Pro ble mas y re so lu cio nes

Funciones derivadas sucesivas

Pro ble mas y re so lu cio nes 

Diferencial de una función 

en un valor

Guía de ejer ci ta ción

Guía de au toe va lua ción

Ca pí tu lo 2

Aplicaciones de la función derivada

Pro ble mas y re so lu cio nes 

Intervalos de crecimiento 

y decrecimiento

Máximos y mínimos                                                     

Punto estacionario                                                       

Valor crítico                                                                  

Pro ble mas y re so lu cio nes   

Fun ción cón ca va y fun ción con ve xa

Pun to de in fle xión

      Pro ble mas y re so lu cio nes  

Teo re ma de la fun ción de ri va da 

se gun da

f(x) = –x2  

15

20

10

30

25

 Primeras 06_ Primeras • 06  19/12/14  11:08  Página 8



55

56

63

69

71

72

73

74

75

77

81

82

85

91

93

94

95

96

97

101

103

109

1 1 1

Re gla de L’Hô pi tal

Pro ble mas y re so lu cio nes

Guía de ejer ci ta ción 

Guía de au toe va lua ción

Ca pí tu lo  3

El concepto de integral 

y el cálculo de áreas

Pro ble mas y re so lu cio nes 

Funciones primitivas de funciones

elementales

Propiedades de las funciones

primitivas 

Pro ble mas y re so lu cio nes 

Área de la región limitada por el

gráfico de una función positiva

Pro ble mas y re so lu cio nes 

Integral definida

Pro ble mas y re so lu cio nes 

Guía de ejer ci ta ción

Guía de au toe va lua ción

Ca pí tu lo 4

El cálculo de integrales

Integral indefinida

Pro ble mas y re so lu cio nes

Método de sustitución

Método de integración por partes

Pro ble mas y re so lu cio nes

Método de fracciones simples

Guía de ejer ci ta ción

Guía de au toeva lua ción

Res pues tas

9

2 3 4 5 6 71

 Primeras 06_ Primeras • 06  19/12/14  11:08  Página 9



De ri va das
El con cep to de de ri va da re sul ta muy útil en 
di fe ren tes cien cias, co mo la eco no mía y la fí si ca,
en tre otras, pues per mi te es tu diar la for ma y la
ra pi dez con que se pro du cen los cam bios.

1

MATEMÁTICA | LIBRO 6
Análisis 2
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¿QUÉ ES UN TEXTO?

MATEMÁTICA | LIBRO 6

Análisis 2DERIVADAS12

Mu chas ve ces re sul ta prác ti co co no cer
cier tas re glas que fa ci li tan la re so lu ción de
los pro ble mas ma te má ti cos. Siem pre re -
cor da re mos y apli ca re mos me jor aque llas
que he mos cons trui do no so tros mis mos. 

¿Sa bían que...?
El con cep to de de ri va da fue de sa rro lla do 
en el si glo XVII si mul tá nea men te por dos
ma te má ti cos: Isaac New ton y Gott fried
Leib niz, que tra ba ja ron so bre los con cep -
tos del cál cu lo. Es to ge ne ró una gran dis -
pu ta en tre ellos, pues ca da uno su po nía
que el otro ha bía pla gia do el con cep to 
de de ri va da.

Pro ble ma 1

Pa blo vi si ta a sus abue los con fre cuen cia. Siem pre par te de 

su ca sa a las 10 de la ma ña na y lle ga a la ca sa de sus abue los,

que está a 400 ki ló me tros de la suya, a las 14 ho ras. 

Los si guien tes grá fi cos re pre sen tan la dis tan cia a la que se 

en cuen tra Pa blo de su ca sa (d), en fun ción del tiem po (t), en

dis tin tas opor tu ni da des en que fue a vi si tar a sus abue los. 

I. II.

III. IV.

a. ¿Cuál fue la ve lo ci dad pro me dio en ca da ca so?

b. Pa ra ca da grá fi co: ¿Qué pue den de cir acerca de la ve lo ci dad

con la que viajó Pa blo? ¿Fue siem pre a la mis ma ve lo ci dad?

Pro ble ma 2

Una ca mio ne ta par te de un pue blo y se des pla za con tra yec to -

ria rec ta se gún la fun ción d(t) = 35t + t2, don de t es el tiem po

de mar cha me di do en ho ras y d es la dis tan cia de la camioneta

al pueblo de donde partió, me di da en ki ló me tros.

A 144 km del pue blo hay un cru ce de ca mi nos muy pe li gro so.

Por es te mo ti vo, se ins ta ló allí un dis po si ti vo que con tro la que

la ve lo ci dad de los ve hí cu los no su pe re los 40 km/h. Si se 

ex ce de es te lí mi te, el dis po si ti vo sa ca una fo to de la pa ten te

del ve hí cu lo y re gis tra la in frac ción. 

¿Le co rres pon de  una mul ta a la ca mio ne ta? ¿Por qué? 

1
4

Isaac New ton 

Gottfried Leibniz
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Pro ble ma 1

a. Co mo en to dos los ca sos Pa blo via jó 400 ki ló me tros en 

4 ho ras, en ton ces, en to do el via je su ve lo ci dad pro me dio fue 

de km/h, o sea, de 100 km/h. A la ve lo ci dad promedio se

la lla ma ve lo ci dad me dia.

Ve lo ci dad me dia 

b. En el grá fi co I. la fun ción que re la cio na la dis tan cia a la que

se encuentra Pablo de su ca sa con el tiem po es tá re pre sen ta da

por una rec ta. En ton ces, pa ra in ter va los de tiem po igua les, 

Pa blo re co rrió dis tan cias igua les. Por lo tan to, Pa blo via jó siem -

pre a la mis ma ve lo ci dad.

El grá fi co II. pre sen ta seg men tos de rec ta. Pa ra ca da uno de 

ellos, po de mos ha cer un aná li sis si mi lar al rea li za do para el 

grá fi co I. Por lo tan to, Pa blo via jó a di fe ren tes ve lo ci da des 

en los tres tra mos, sien do la ve lo ci dad cons tan te en ca da uno

de ellos.

Como el grá fi co III. no co rres pon de a una fun ción li nea l, 

con si de remos en él la distancia recorrida por Pablo en cada 

intervalo de una hora.

En el gráfico anterior, podemos ob ser var que en ca da in ter va lo

de una ho ra Pa blo re co rrió di fe ren tes dis tan cias. Por lo tan to,

la ve lo ci dad a la que viajó no se man tu vo cons tan te. Lo mis mo

su ce de para el grá fi co IV.

400
4

Si la función d(t) determina la distancia de un móvil a un

cierto lugar en función del tiempo t, llamamos velocidad
media del móvil en el intervalo de tiempo a; b al cociente

entre d(b) – d(a) y b – a. Simbólicamente escribimos:  

Vma; b =
d(b) – d(a)

b – a

1. Da niel sue le ir a la ca sa de unos ami -
gos que vi ven a 80 kilómetros de la su ya. 
Los si guien tes grá fi cos re pre sen tan la
dis tan cia a la que se en cuen tra Da niel
de su ca sa, en fun ción del tiem po, en
dis tin tas oca sio nes en que vi si tó a sus
ami gos. 
Pa ra ca da grá fi co, ana li cen si Da niel 
rea li zó el via je a ve lo ci dad cons tan te.
Jus ti fi quen sus res pues tas.

a.

b.

2. Cal cu len la ve lo ci dad me dia de to do
el via je pa ra ca da uno de los grá fi cos de
la ac ti vi dad 1.
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Pro ble ma 2

Pa ra res pon der a la pre gun ta, ne ce si ta mos conocer la ve lo ci dad

de la ca mio ne ta en el ins tan te en que pa só por el lu gar donde 

es tá el dis po si ti vo. Pa ra ello, pri me ro de be mos cal cu lar en qué

mo men to la ca mio ne ta se encontra ba a 144 km del pueblo

desde el que partió. Es de cir, te ne mos que re sol ver la si guien te

ecua ción:

144 = 35t + t2, o sea, 0 = t2 + 35t – 144

Al apli car la fór mu la re sol ven te, obtenemos que t = 4 o t = –144. 

Pe ro co mo t de be ser po si ti vo, so la men te con si de ra mos t = 4.

Luego, para determinar cuál era la ve lo ci dad de la ca mio ne ta a

las 4 ho ras de via je, debemos hallar qué mar ca ba el ve lo cí me tro

de la ca mio ne ta en ese mo men to. Pa ra ello, cal cu la mos las ve lo -

ci da des me dias en in ter va los de tiem po que in clu yan a 4 y que

sean ca da vez más pe que ños. Por ejemplo, resulta que

Vm4; 5 = = 37,25, Vm4; 4,5 = = 37,125, 

Vm4; 4,1 = = 37,025. Luego, en el intervalo de

tiempo 4; b, con b > 4, la velocidad media es 

Vm4; b = =

Co mo que re mos de ter mi nar la ve lo ci dad só lo en 4, hallamos 

el lí mi te de la ve lo ci dad me dia en tre 4 y b cuan do b tien de a 4 

por de re cha.

lím = lím = 37

Si hu bié se mos cal cu la do la ve lo ci dad me di da en el in ter va lo de

tiem po 4; b, con b < 4, re sul ta ría que 

Vm4; b = = = y, en ton ces, 

obtendríamos el mis mo valor que en el caso de b > 4.

Por lo tan to, cuan do la ca mio ne ta estaba a 144 ki ló me tros del

pueblo, a las 4 ho ras de sa lir, su ve lo ci dad era de 37 km/h. En ton -

ces, no le co rres pon de una mul ta, pues no su pe ró los 40 km/h.

La ve lo ci dad de 37 km/h es la ve lo ci dad ins tan tá nea de la ca mio ne -

ta en t = 4. 

d(b) – d(4)
b – 4

–[–d(4) + d(b)]
–(–4 + b)

d(4) – d(b)
4 – b

b – 4b – 4

b – 4
d(b) – d(4)

b – 4

147,7025 – 144
4,1 – 4

162,5625 – 144
4,5 – 4

181,25 – 144
5 – 4

1
4

1
4

35b + b2 – 144
1
4

35b + b2 – 144
1
4

(b – 4)(b + 144)
1
4

b Ò 4 + b Ò  4+

3. Un au to mó vil hizo un via je en cua -
tro eta pas. En la pri me ra, re co rrió
100 km en una ho ra y me dia. En la 
se gun da eta pa, 150 km en 2 ho ras. En
la ter ce ra, re co rrió 200 km en 1 ho ra
40 mi nu tos, y en la cuar ta eta pa, hizo
70 km en tres cuar tos de ho ra. 
¿Cuál fue su ve lo ci dad me dia du ran te
to do el via je? ¿Y du ran te los pri me ros
dos tra mos? 

4. Con si de ren la fun ción 
d(t) = 2t2 + 14t, que re la cio na la dis -
tan cia en ki ló me tros a un cierto lugar
de un mó vil (d) con el tiem po de mar -
cha (t) me di do en ho ras, y ha llen las
si guien tes ve lo ci da des me dias:

a. Vm1; 2 = ________________________

b. Vm1; 1,5 = _______________________

c. Vm1; 1,3 = _______________________

d. Vm1; 1,2 = _______________________

e. Vm1; 1,15 = ______________________

f. Vm1; b = _______________ (con b > 1)
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Ve lo ci dad ins tan tá nea

Pro ble ma 3

El si guien te grá fi co re pre sen ta la dis tan cia (d) de un au to, que

tran si ta por una ru ta rec ta, a la ciudad desde donde salió, en

fun ción del tiem po (t). 

Ha llen la ve lo ci dad ins tan tá nea del au to en el momento a.

Pro ble ma 3

En es te problema, de be mos utilizar un razonamiento si mi lar al

empleado en el pro ble   ma 2. La di fe ren cia con ese pro ble ma es

que en el pro ble ma 3 no co no ce mos la fór mu la de la función

que vin cu la la dis tan cia a la ciudad al tiem po, si no el grá fi co de

esa fun ción.

Sa be mos que la ve lo ci dad me dia en un in ter va lo de tiem po es

el co cien te en tre la va ria ción entre las dis tan cias al punto de

partida y la va ria ción del tiem po em plea do. Pe ro ¿có mo in ter -

pre ta mos ese co cien te en el grá fi co anterior?

Con si de re mos en dicho gráfico un in ter va lo de tiem po a; 
b cual quie ra.

Entonces, la velocidad media del auto en el intervalo de tiempo

a; b es Vma; b = .
d(b) – d(a)

b – a

Lla ma mos ve lo ci dad ins tan tá nea en el mo men to a y lo de -

no ta mos Vi(a) al va lor del lí mi te de la ve lo ci dad me dia en

el in ter va lo de tiem po a; b cuan do b tien de a a. Sim bó li ca -

men te es cri bi mos Vi(a) = lím . 

5. La distancia al suelo de un pro yec til
que fue lan za do ver ti cal men te es tá da da
por la fun ción a(t) = –5t2 + 100t, don de t
es el tiem po medido en se gun dos y a es
la al tu ra que al can za el pro yec til, medida
en me tros.
Cal cu len la ve lo ci dad del pro yec til cuan -
do es tá por pri me ra vez a 375 me tros 
de al tu ra.

6. A par tir de la fun ción d(t) = –t2 + 20t,
que vin cu la la dis tan cia en ki ló me tros
de un mó vil a un punto determinado (d)
al tiem po de mar cha (t) ex pre sa do en
ho ras, ob ten gan las si guien tes ve lo ci da -
des:

a. Vm1; 3 = __________________________

b. Vi (1) = ___________________________

c. Vi (3) = ___________________________

d. Vi (1,5) = _________________________

d(b) – d(a)
b – abÒ a
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Si en el último grá fi co tra za mos la rec ta de ter mi na da por los

pun tos (a; d(a)) y (b; d(b)), ob te ne mos el siguiente gráfico:

Por lo tanto, la ex pre sión es la pen dien te de la rec ta

que pa sa por los puntos (a; d(a)) y (b; d(b)).1

Luego, pa ra ha llar la ve lo ci dad ins tan tá nea en a, de be mos cal -

cu lar el va lor del lí mi te de cuan do b tien de a a. Para

ello, di bu je mos las dis tin tas rec tas que pasan por (a; f(a)) y que

que dan de ter mi na das pa ra diferentes va lo res de b a me di da que

b se apro xi ma ca da vez más a a.

En el lí mi te, ob te ne mos una rec ta que pa sa por el pun to

(a; d(a)) y cu ya pen dien te es el valor del lí mi te de 

cuan do b tien de a a. Es ta rec ta re ci be el nom bre de rec ta 

tan gen te al grá fi co de la fun ción en el pun to (a; d(a)). 

La pen dien te de la rec ta tan gen te al grá fi co de la fun ción en el

pun to (a; d(a)) se lla ma de ri va da de la fun ción en el valor a. 

Derivada de una función en un valor

d(b) – d(a)
b – a

d(b) – d(a)
b – a

d(b) – d(a)
b – a

Lla ma mos de ri va da de la fun ción f(x) en el va lor a y lo 

de no ta mos f '(a) al valor de lím . Es de cir que 

f '(a) = lím , siem pre que es te lí mi te sea un 

nú me ro real.

f(x) – f(a)
x – axÒ a

f(x) – f(a)
x – axÒ a

1  Ver Libro 1, página 41.

¿Sa bían que...?
Gott fried Leib niz na ció el 1 de ju lio de 1646,
en Leip zig, Ale ma nia.
Su pa dre, que era pro fe sor de Fi lo so fía, fa lle -
ció cuan do él te nía seis años y fue cria do por
su ma dre.
A los ca tor ce años, in gre só en la Uni ver si dad
de Leip zig. Aun que en nues tra épo ca es to
nos re sul te muy ex tra ño, en aquel mo men to
no era el úni co alum no de esa edad que
asistía a la uni ver si dad.
En la Uni ver si dad de Leip zig, es tu dió Fi lo so -
fía y Ma te má ti ca, y se gra duó en le yes. Co -
mo en es ta ca sa de es tu dios le fue ne ga da la
po si bi li dad de doc to rar se en De re cho, lo hi zo
en la Uni ver si dad de Alt dorf, en 1667.
Leib niz se in te re só tam bién en es tu diar
otros cam pos de las cien cias y, en 1671, pu bli -
có un li bro de fí si ca.
En 1672, via jó a Pa rís. Allí pro fun di zó sus es -
tu dios de Ma te má ti ca y fí si ca y de sa rro lló el
cál cu lo di fe ren cial e in te gral.
New ton le es cri bió una car ta en la cual le
co men ta ba al gu nos de sus re sul ta dos, pe ro
no le des cri bía sus mé to dos. A par tir de aquí,
Leib niz to mó con cien cia de que de bía pu bli -
car sus des cu bri mien tos. En oc tu bre de 1676,
New ton le es cri bió una se gun da car ta en la
cual, con di plo ma cia, da ba a en ten der que
su po nía que Leib niz le ha bía co pia do sus
con cep tos.
En 1736, New ton pu bli có su li bro y fue en -
ton ces cuan do empezó la dis pu ta en tre ellos
so bre quién había sido el crea dor de los nue -
vos con cep tos del cál cu lo.

¿Có mo se lee…?
f '(a): f “pri ma” en a o de ri va da de 
f(x) en a.
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La ex pre sión se lla ma co cien te in cre men tal. 

Pa ra cal cu lar la de ri va da de una fun ción en un va lor es, a veces,

más práctico usar la ex pre sión (2) que la (1).

Rec ta tan gen te al grá fi co 
de una fun ción en un pun to 

Pro ble ma 4

En cuen tren la ecua ción de la rec ta tan gen te al grá fi co de 

f(x) = x2 + 3x en a = 7, o sea, en el punto de abscisa 7.

Pro ble ma 4

Pa ra ha llar la ecua ción de una rec ta, ne ce si ta mos, por ejem plo,

la pen dien te de dicha recta y uno de sus pun tos. 

Si a = 7, en ton ces, f(a) = f(7) = 72 + 3 . 7 = 70. Lue go, la rec ta

que bus ca mos pa sa por el pun to (7; 70). 

Co mo la pen dien te de la rec ta tan gen te es la de ri va da de f(x)

en a = 7, debemos obtener el valor del límite del cociente incre-

mental cuando h tiende a cero, con lo cual en pri mer lu gar te -

ne mos que ha llar f(a+h), o sea, f(7+h). Pa ra ello, reem pla za mos

en f(x) a x por 7 + h.

Co mo f(x) = x2+3x ı f(7+h) = (7+h)2 + 3(7+h). Lue go, resulta

que  f '(7) = lím = lím =   

= lím = lím = 

= lím = lím(17 + h) = 17

En ton ces, la pen dien te de la rec ta tan gen te es 17.

h (17 + h)
h

17h + h2

h
49 + 14h + h2 + 21 + 3h – 70

h

[(7 + h)2 + 3(7 + h)] – 70
h

f(7 + h) – f(7)
h

f(a + h) – f(a)
h

Llamamos recta tangente al gráfico de f(x) en el punto
(a; f(a)) a la recta que pasa por ese punto y cuya pendiente

es f '(a).

Si con si de ra mos x – a = h, obtenemos que x = a + h, con lo cual

cuan do x tien de a a, en ton ces, h tien de a 0. Lue go, resulta que

f '(a) = lím (1)  ı f '(a) = lím (2)
f(a+h) – f(a)

h
f(x) – f(a)

x – axÒ  a hÒ 0

hÒ  0 h Ò 0

h Ò 0 h Ò 0

hÒ  0 hÒ  0

¿Sa bían que...?
Isaac New ton na ció el 4 de ene ro de
1643 en In gla te rra. Su pa dre, que era
gran je ro, fa lle ció unos me ses an tes de
su na ci mien to.
En 1661, New ton in gre só en el Tri nity 
Co lle ge de Cam brid ge. Se in te re só por la
Ma te má ti ca cuan do al in ten tar leer un
li bro de as tro no mía no en ten dió los
con cep tos ma te má ti cos que in cluía.
En 1665, se ce rró la Uni ver si dad de 
Cam brid ge du ran te una epi de mia. 
És te fue el pe río do en el que New ton
de sa rro lló sus avan ces en Ma te má ti ca,
óp ti ca, fí si ca y as tro no mía. 
Cuan do en 1667 se rea brió la uni ver si -
dad, New ton ob tu vo su pri mer car go.
Tra ba jó allí has ta 1696, cuan do se mu dó
a Lon dres. En es ta ciu dad tu vo di fe ren -
tes car gos; por ejemplo, el de pre si den te
de la Ro yal So ciety, pa ra el cual fue ree -
le gi do des de 1699 has ta su muer te.
En 1671, es cri bió De Met ho dis Se rie rum
et Flu xio num, don de de sa rro lló el con -
cep to de flu xión (de ri va da), que se pu -
bli có en 1736. 
Fa lle ció en Lon dres en 1727.

Re cor de mos que...

� (a+b)2 = (a + b) . (a + b)

Si apli ca mos la pro pie dad dis tri bu ti va
de la multiplicación con respecto a la
suma, ob te ne mos lo siguiente:
(a + b)2 = a2 + ab + ba + b2

Luego, sumamos y resulta que 
(a + b)2 = a2 + 2ab + b2
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Por ejem plo, la fun ción f(x) = x2 es de ri va ble en a = 3, pues

f '(3) = lím = lím = lím =

= lím = 6, con lo cual f '(3) es un nú me ro real.

En cam bio, la fun ción f(x) = |x| no es de ri va ble en a = 0, por que 

f '(0) = lím = lím = lím , y co mo

lím = –1  y  lím = 1, en ton ces, lím no exis te y, en con -

se cuen cia, f '(0) no exis te.

Pro ble ma 5

El si guien te grá fi co co rres pon de a la fun ción f(x). A par tir de 

él, de ter mi nen si exis te la de ri va da de f(x) en los va lo res a, b, c,

d y e.

|h|
h

|h|
h

|h|
h

|h|
h

|0 + h| – |0|
h

f(0 + h) – f(0)
h

h(6 + h)
h

9 + 6h + h2 – 9
h

(3 + h)2 – 9
h

f(3 + h) – f(3)
h

Una fun ción f(x) es de ri va ble en un va lor a si f '(a) es un 

nú me ro real.

hÒ  0 hÒ  0 hÒ  0

hÒ  0

hÒ 0 hÒ  0 h Ò 0

h Ò 0 – hÒ 0 + hÒ  0

7. Cal cu len la de ri va da de es tas fun cio -
nes en el va lor de a in di ca do.
a. f(x) = 3x + 2 en a = 2

b. g(x) = 2x3 en a = 1

c. h(x) = ◊x en a = 4

8. Es cri ban la ecua ción de la rec ta tan -
gen te al grá fi co de f(x) = 4x2 + 3 en a = 5.

9. Com ple ten las si guien tes afir ma cio -
nes pa ra que re sul ten ver da de ras. Jus ti -
fi quen sus res pues tas.

a. Si la rec ta tan gen te al grá fi co de 

g(x) = x2 + 3x + 2 en el punto (a;g(a)) es

pa ra le la al eje y, en ton ces, es a = _____

b. Si la rec ta tan gen te al grá fi co de 

h(x) = en el punto (a;h(a)), con

a < 0, es per pen di cu lar a la rec ta 

y = 9x + 3, en ton ces, es a =  _____

1
x + 1

Por lo tan to, de be mos en con trar la ecua ción de la rec ta que 

tie ne pen dien te 17 y pa sa por el pun to (7; 70). Re cor de mos 

que la ecua ción de una rec ta con pen dien te m y or de na da al

ori gen b es y = mx + b. Luego, si  y = mx + b ı 70 = 17 . 7 + b ı

ı b = – 49. En ton ces, la ecuación de la rec ta bus ca da es 

y = 17x – 49.

Fun ción de ri va ble en un va lor
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Pro ble ma 5

Pa ra ha llar f '(a), de be mos ob te ner el va lor del lí mi te del co cien te

in cre men tal (pá gi na 17) cuan do h tien de a ce ro. Pe ro en el grá fi co

ob ser va mos que en a la fun ción es dis con ti nua. Por lo tan to, de be -

mos con si de rar los lí mi tes la te ra les del co cien te in cre men tal.

Lue go, resulta que lím = lím . 

Co mo el nu me ra dor del co cien te in cre men tal tien de a M – f(a),

que es un nú me ro dis tin to de 0, y el de no mi na dor tien de a 0,

en ton ces, obtenemos lo siguiente:

lím = ˇ

Por lo tan to, in de pen dien te men te del re sul ta do del otro lí mi te

la te ral, po de mos afir mar que f '(a) no es un nú me ro real, con lo

cual f '(a) no exis te. Es to ocu rre en cual quier dis con ti nui dad de

pri me ra es pe cie con sal to fi ni to.

Analicemos qué sucede para el valor b.

Co mo la rec ta x = b es asín to ta ver ti cal de f(x), en ton ces, b no

per te ne ce al do mi nio de f(x). Lue go, f(b) no exis te. Por lo tan to,

no es po si ble cal cu lar la de ri va da de f(x) en b; es de cir que f '(b)

no exis te.

Para determinar si existe la derivada de f(x) en c, tra ce mos por

(c; f(c)) las rec tas que se apro xi man a la rec ta tan gen te al grá fi -

co de f(x) en el pun to (c; f(c)):

Ob ser va mos que tan to las rec tas de co lor ro sa co mo las de co -

lor ce les te se apro xi man ca da vez más a una rec ta ver ti cal. És ta

es la rec ta tan gen te al gráfico de f(x) en el punto (c; f(c)). Pe ro

co mo las rec tas ver ti ca les no tie nen pen dien te, en ton ces, f '(c)

no exis te.

Ana li ce mos qué su ce de pa ra el valor d ha cien do un ra zo na -

mien to si mi lar al rea li za do pa ra el va lor c, es decir, tracemos

por (d; f(d)) el mismo tipo de rectas que dibujamos para deter-

minar la existencia de f '(c)

f(a + h) – f(a)
h

M – f(a)
h

f(a + h) – f(a)
h

10. Ana li cen si ca da una de las si guien tes
fun cio nes es de ri va ble en el va lor de a que
se in di ca. Jus ti fi quen sus res pues tas.

a. f(x) = x3 + 2 en a = 1

b. g(x) = en a = –1
1

x + 1

hÒ  0–

hÒ 0 –

hÒ 0 –

Re cor de mos que...

Una fun ción f(x) es con ti nua en a si se
cum plen las si guien tes con di cio nes:

I. Existe f(a)

II. lím f(x) = L, donde L ê r

III. L = f(a)

Las dis con ti nui da des se cla si fi can de la
siguiente manera:

� Evi ta ble si lím f(x) tie ne dis tin to va lor

que f(a).

� Esen cial de pri me ra es pe cie con sal to

fi ni to si los lí mi tes la te ra les lím f(x)  y

lím f(x) tie nen va lo res dis tin tos.

� Esen cial de pri me ra es pe cie con sal to

in fi ni to si por lo me nos uno de los lí mi -

tes la te ra les, lím f(x) o lím f(x) o am bos,

es in fi ni to. 

� Esen cial de se gun da es pe cie si no exis -

te al gu no de los lí mi tes la te ra les, o sea,

si no exis te lím f(x) o no existe lím f(x).

xÒ a

xÒ a

xÒ a –

xÒ a–

xÒ a+

xÒ a+

xÒ a– xÒ a+
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Al tra zar las rec tas que pa san por el pun to (d; f(d)) y se apro xi -

man a la rec ta tan gen te, ob ser va mos que por iz quier da y por

de re cha ob te ne mos dos rec tas (una de co lor ro jo y la otra de co -

lor azul) que tie nen dis tin ta pen dien te. En ton ces, los lí mi tes la -

te ra les del co cien te in cre men tal cuan do h tien de a ce ro son di -

fe ren tes. Por lo tan to, el lí mi te del co cien te in cre men tal cuan do

h tien de a ce ro no exis te y, en con se cuen cia, f '(d) no exis te.

A los pun tos que po seen las ca rac te rís ti cas de (c; f(c)) y (d; f(d))

se los lla ma pun tos an gu lo sos.

En el caso del valor e, no existe f(e), ya que no es tá de fi ni da, con

lo cual tam po co exis te f '(e).

Con clu sión

No exis te la de ri va da de una función en los valores don de la

fun ción no es con ti nua, tie ne pun tos an gu lo sos o la rec ta tan -

gen te es ver ti cal.

Su pon ga mos que una fun ción f(x) es de ri va ble en un valor a.

¿Se rá con ti nua en di cho va lor? Ana li ce mos es ta cues tión.

Si f(x) es de ri va ble en a, en ton ces, lím es un nú me ro real.

Co mo x tien de a a, en ton ces, x – a tien de a 0. Si f(x) – f(a) no

ten die ra a 0, el lí mi te se ría in fi ni to y la fun ción no se ría de ri va -

ble en a. Por lo tanto, lím f(x) – f(a) = 0 ı lím f (x) = f(a) ı f(x) es

con ti nua en a.

Con clu sión

Si una fun ción es de ri va ble en un va lor a, en ton ces, es con ti nua

en ese va lor. Por lo tanto, si una fun ción no es con ti nua en un

va lor a, en ton ces, no es de ri va ble en ese va lor.

En cam bio, si sa be mos que una fun ción es con ti nua en un va lor

a, no po de mos afir mar si es o no de ri va ble en di cho va lor. Por

ejem plo, en la pá gi na 18 ana li za mos la fun ción f(x) = |x|, que es

con ti nua en cual quier va lor de su do mi nio, o sea, en r, pe ro no

es de ri va ble en 0 a pe sar de que 0 ê r.

Has ta aquí, cal cu la mos la de ri va da de una fun ción en un va lor.

Es po si ble, tam bién, ha llar la de ri va da de una fun ción en ca da

uno de los va lo res don de di cha fun ción es tá de fi ni da, ob te nien -

do una nue va fun ción que cal cu la la pen dien te de la rec ta tan -

gen te al grá fi co de la fun ción da da en ca da uno de sus pun tos.

Esa nue va fun ción se lla ma fun ción de ri va da.

f(x) – f(a)
x – axÒ  a

xÒ a xÒ a

11. De ter mi nen si las fun cio nes que fi -
gu ran a con ti nua ción son de ri va bles en
el va lor de a in di ca do. Jus ti fi quen sus re-
s pues tas.
a. f(x) = |x| en a = –2

b. f(x) = |x + 2| en a = 5

c. f(x) = |x + 2| en a = –3

12. Ob ser ven el si guien te grá fi co, 
co rres pon dien te a f(x), y ana li cen si 
exis te la de ri va da de f(x) en los va lo res
a, b, c, d y e.
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