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Cómo leer este libro

6
MATEMÁTICA | LIBRO 7
Matrices

¿Sabían que…? 

Se pre sen tan bio gra fías, re se -
ñas his tó ri cas y da tos de in te -
rés, que en ri que cen los con te -
ni dos.

Al go más…

Se pre sen tan co men ta rios y
acla ra cio nes so bre los te mas 
de sa rro lla dos.

Ac ti vi da des 

Se pro po nen ac ti vi da des que 
sir ven pa ra ve ri fi car la com pren -
sión de los con te ni dos abor da -
dos y la apli ca ción de éstos en
dis tin tas si tua cio nes.

Pro ble mas 

Al co men zar ca da ca pítu lo, y
pa ra in tro du cir los con te ni dos,
se pre sen tan uno o más pro -
ble mas pa ra re sol ver y dis cu tir
en gru pos, que se iden ti fi can
con el íco no    .

Posible resolución 

Se pre sen ta un po si ble ca mi no
pa ra re sol ver ca da uno de los
pro ble mas pro pues tos. Per mi te
con fron tar di fe ren tes pro ce di -
mien tos y ve ri fi car las s0lu cio -
nes ob te ni das. Se iden ti fi ca con
el íco no .

Tex tos recuadrados

Aquí se in clu yen de fi ni cio nes
pa ra que pue dan ser lo ca li za -
das rá pi da men te cuan do se ne -
ce si ta con sul tar las.

Re cor de mos que… 

Se in clu ye in for ma ción que
per mi te re cu pe rar co no ci -
mien tos an te rio res pa ra fa ci li -
tar la com pren sión de una
nue va in for ma ción.
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Guía de ejer ci ta ción

In clu ye ac ti vi da des orien ta das 
a po ner en jue go to dos los con -
cep tos y pro ce di mien tos de sa -
rro lla dos a lo lar go del ca pí tu lo.

Guía de au toe va lua ción

Con tie ne ac ti vi da des que pue -
den ser re suel tas al fi na li zar el
ca pí tu lo pa ra au toe va luar lo
apren di do.

Se in clu yen las res pues tas al fi nal
del li bro.
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Nú me ros rea les
An ti gua men te, se creía que to dos los nú me ros 
eran na tu ra les o frac cio na rios. Sin em bar go, ha -
bía seg men tos, co mo la dia go nal de un cua dra -
do de la do 1, cu ya lon gi tud no era nin gún nú me -
ro co no ci do, y así na cie ron los nú me ros irra cio -
na les. En es te ca pí tu lo, es tu dia re mos las
ca rac te rís ti cas de di chos nú me ros.

1

MATEMÁTICA | LIBRO 3
Números y sucesiones
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MATEMÁTICA | LIBRO 3

Números y sucesionesNÚMEROS REALES12

Tengan en cuenta las opiniones de todos
los integrantes del grupo.
Analicen detenidamente cada propuesta
antes de descartarla.

Al go más…
Dos po lí go nos son se me jan tes cuan do
tie nen sus án gu los con gruen tes y sus la -
dos pro por cio na les.

En par ti cu lar, dos rec tán gu los ABCD y 
EFGH son se me jan tes si exis te una
cons tan te k ê r, lla ma da ra zón de se me -
jan za, tal que: 

= = = = k
AD
EH

CD
GH

BC
FG

AB
EF

Pa ra co men zar...

Con Pi tá go ras, en el si glo VI an tes de Cris to, na ció la ma te má ti -

ca tal co mo la con ce bi mos hoy, co mo una cien cia de duc ti va.

Sin em bar go, Pi tá go ras no veía a la ma te má ti ca co mo una cien cia,

si no co mo una es ca la pa ra as cen der a los orí ge nes del uni ver so.

Los pi ta gó ri cos con for ma ban una co mu ni dad re li gio sa cu yo

pro pó si to era re ve lar la ar mo nía del mun do ex pre sa da en la ar -

mo nía de los nú me ros. Pa ra ellos, el uni ver so era un cos mos

or de na do, y el des ti no del hom bre era des cu brir el

lu gar que le es ta ba asig na do para man te ner, así,

la ar mo nía de acuer do con el or den na tu ral.

Acon se ja ban la obe dien cia y el si len cio, la

abs ti nen cia de con su mir cier tos ali men -

tos, la sen ci llez en el ves tir y en las po se sio nes;

creían en la in mor ta li dad y en la tras mi gra ción del al ma.

En la co mu ni dad, ha bía dos cla ses de miem bros: los 

ma te má ti cos (a los que Pi tá go ras co mu ni ca ba los co no ci -

mien tos cien tí fi cos) y los acus má ti cos (que par ti ci pa ban de los

co no ci mien tos, prin ci pios mo ra les, ri tos y pres crip cio nes de la

her man dad).

Pa ra los pi ta gó ri cos, el mun do po día ser ex pre sa do a tra vés de la

ar mo nía de los nú me ros, y con si de ra ban que és tos só lo po dían

ser en te ros o ra zo nes (di vi sio nes) en tre en te ros: las frac cio nes.

Los pi ta gó ri cos eran an te to do geó me tras, mo ti vo por el cual se

es for za ban por com pa rar lon gi tu des con lí neas y en con trar cuá -

les eran las pro por cio nes que ha cían las imá ge nes más ar mo nio -

sas a la vis ta. 

La es tre lla pen ta go nal (formada por las diagonales de un pen -

tá go no re gu lar) era el sím bo lo de los se gui do res de Pi tá go ras y

en ella bus ca ban cier ta re gu la ri dad nu mé ri ca.

e

a d

cb




a b

d c

e f

h g
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¿Sa bían que ...? 
Se cree que Pi tá go ras era hi jo de Mne sar co
y que na ció al re de dor del año 569 a. C. en
la is la de Samos, una co lo nia jó ni ca de Gre -
cia, en las cos tas del mar Egeo.
Al re de dor del 532 a. C., de jó Samos, debido
a las per se cu cio nes del ti ra no Po lí cra tes, y
se di ri gió a Cro to na, un puer to al su des te
de Ita lia.
Desde allí, rea li zó via jes a Egip to, Ba bi lo -
nia, la In dia y Chi na; en es tos dos úl ti mos
lu ga res re ci bió la in fluen cia de Bu da y
Lao-tsé. Pe se a que Pi tá go ras es co no ci do
por su fa mo so teo re ma, hay in di cios de
que és te ya era usa do en las re gio nes que
vi si tó y de que los ba bi lo nios lo co no cían
des de 1000 años atrás.
Fun dó una co mu ni dad re li gio sa con re glas
cla ras, co mo no mi rar se al es pe jo, no re co -
ger lo caí do y no co mer alu bias ni car ne. En
la co mu ni dad, to do era com par ti do; has ta
los des cu bri mien tos ma te má ti cos eran co -
mu nes a to dos y atri bui dos a Pi tá go ras, in -
clu so des pués de su muer te.
Sus dis cí pu los es tu dia ron mú si ca, as tro no -
mía, geo me tría y los nú me ros. No ta ron que
los so ni dos más ar mó ni cos eran los pro du ci -
dos por cuer das cu yas lon gi tu des eran pro -
por cio na les. A par tir de ello, el le ma de es ta
es cue la era “To do es armonía y nú me ro”.
Pi tá go ras mu rió en Me ta pon tum, a los 
80 años, y su es cue la per sis tió por va rios
si glos más.

En su in ten to por en con trar la, ob ser va ron que ha bía un nú -

me ro que se re pe tía en mu chas oca sio nes. Ob ser ve mos qué

en con tra ron.

Pro ble ma 1

Un rec tán gu lo ABCD se lla ma rec tán gu lo áu reo si al qui tar le el

má xi mo cua dra do que ca be en su in te rior, el rec tán gu lo re sul -

tan te es se me jan te al pri me ro.

a. Si ABCD es un rec tán gu lo áu reo y AB = 1 cm, ¿cuál es la lon -

gi tud del la do BC?

b. En cuen tren la ra zón de se me jan za en tre un rec tán gu lo áu -

reo cual quie ra y el ob te ni do al qui tar le el cua dra do.

Pro ble ma 1

a. To me mos un rec tán gu lo áu reo co mo el que se pi de y lla me -

mos x al la do AD.

El má xi mo cua dra do que pue de qui tar se de él es el ABQP, de 

1 cm de la do. Los rec tán gu los ABCD y PQCD son se me jan tes;

lue go, los la dos co rres pon dien tes son pro por cio na les. ```````À̀̀̀̀̀̀̀̀B y ``````````P``Q

no pue den ser co rres pon dien tes por que, en ese ca so, la cons -

tan te de pro por cio na li dad en tre ellos se ría 1 y los rec tán gu los

se rían igua les (lo cual no es cier to); lue go, `P```Q se co rres pon de

con `````À̀̀̀̀ ̀̀̀̀̀̀̀̀D, y `P`D, con `````````D̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀  ̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀`C̀.

Pitágoras

c q b

d p a

1 5 5 5 6 5 5 5 2

1
5
6
5
2

x – 1                       1

x

1
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MATEMÁTICA | LIBRO 3

Números y sucesionesNÚMEROS REALES14

En ton ces:

= 

= 

1 = x (x – 1) ı 1 = x2 – x

O sea: x2 – x – 1 = 0

Lue go, co mo x > 0, con la fór mu la re sol ven te ob te ne mos:

x = 

que es la me di da en centímetros del la do ```B̀̀C.

b. Con si de re mos, aho ra, un rec tán gu lo áu reo cual quie ra. En él

se cum ple que = , sien do a y b nú me ros reales posi-

tivos y a < b.

Por lo tan to:

(b – a) b = a2 ı b2 – ab = a2 ı (si di vi di mos por a2 ≠ 0)  

– = 1 ı
2

– = 1 ı

ı
2

– – 1 = 0 ı (como > 0) = 

O sea, la ra zón de se me jan za (cons tan te de pro por cio na li dad

en tre los la dos) es el nú me ro 

Este número es también la razón entre la diagonal y el lado del

pentágono regular, símbolo de los pitagóricos, y por eso es que

lo llamaron número de oro.

b – a 

a

a

b

1 + ◊5 
2

1 + ◊5 
2

b 
a

b 
a

b 
a

º
‚

b 
a

ª
·

b 
a

º
‚

b 
a

ª
·

ab 
a¤

b¤ 
a¤

1 + ◊5 

2

x – 1 

1

1 

x

PD 
DC

PQ 
AD

El sacramento de la última cena

La divina proporción

¿Sa bían que ...? 
Los pi ta gó ri cos en con tra ron rec tán gu los
áu reos en el ar te, en la na tu ra le za, en la vi -
da co ti dia na, y de más. Ob ser ve mos al gu -
nos ejem plos:
En el cua dro El sa cra men to de la úl ti ma 
ce na, del pin tor Sal va dor Da lí, se no tan
rec tán gu los áu reos en el sa cra men to y la
po si ción de los após to les. Tam bién, si se
unen los cen tros de las ca ras del do de cae -
dro que sir ve de bó ve da, se ob tie ne una
sec ción áu rea.

En el cuer po hu ma no, ha lla mos el
número de oro  en la re la ción que hay en -
tre la al tu ra y la dis tan cia des de el om bli -
go a los pies.
Leo nar do da Vin ci ya co no cía es te nú me -
ro, co mo mues tra su fa mo so di bu jo La di -
vi na pro por ción.

1 5 5 5 6 5 5 5 2
a

a                        b – a

b
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1. En cuen tren tres ci fras de ci ma les de
ca da uno de los si guien tes nú me ros:

a. √```1̀7

b.
3
√```2`5

c.

2. De ci dan si las afir ma cio nes ex pre sa -
das por las si guien tes ine cua cio nes son
ver da de ras o fal sas y jus ti fi quen sus
res pues tas.

a. 1 < 
3
√````5 < 3

b. 225 < √````5``1`0`7`7 < 226

c. 233 < 
3
√````1`2`8`1`2`9`0`0 < 234

1 + √`5 
2 

El nú me ro de oro

Se lla ma  nú me ro de oro a ƒ = . Se lo de sig na con la

le tra grie ga ƒ (fi) en ho nor del es cul tor grie go Fi dos, que lo

tu vo pre sen te en sus obras.

Du ran te años, los ma te má ti cos grie gos se de di ca ron a bus car

una frac ción que re pre sen te exac ta men te a ◊5, pe ro no lle ga -

ron a ha llar la.

Sa bían que el nú me ro que re pre sen ta ra a ◊5 de bía es tar com -

pren di do en tre 2 y 3, da do que 22 = 4 y 32 = 9; lue go, su par te

en te ra se ría 2.

Vea mos có mo pu die ron ob te ner una apro xi ma ción:

2,12 = 4,41

2,22 = 4,48

2,32 = 5,29 > 5

Con lo cual, las pri me ras ci fras de ◊5 de ben ser 2,2. 

Pa ra ver como sigue, ha ce mos:

2,212 = 4,8841

2,222 = 4,9284

2,232 = 4,9284

2,242 = 5,0176 > 5

Sa be mos aho ra que ◊5 Æ 2,23, y po de mos acer car nos más:

2,2312 = 4,977361

2,2322 = 4,981924

.............................................

2,2362 = 4,999696

2,2372 = 5,004169 > 5

1 + ◊5 
2
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MATEMÁTICA | LIBRO 3

Números y sucesionesNÚMEROS REALES16

3. De mues tren que ◊`2 no es un nú me -
ro ra cio nal.

4. En cuen tren una apro xi ma ción de ◊`2
con tres ci fras de ci ma les.

5. ¿Es po si ble es cri bir el nú me ro

co mo ra zón en tre dos nú me ros en te ros?

¿Por qué?

6. ¿Es po si ble es cri bir el nú me ro

co mo ra zón en tre dos nú me ros en te ros?

¿Por qué?

Lue go, te ne mos una nue va apro xi ma ción de ◊5 , que es 2,236.

Po dría mos se guir así, pe ro no te ne mos cer te za de que al gu na

vez dé exac to o pe rió di co. És de cir, no sa be mos si ◊5 pue de es -

cri bir se co mo una frac ción. 

Lo mis mo les ocu rrió a los ma te má ti cos grie gos has ta que, fi -

nal men te, uno de ellos, lla ma do Eu cli des, de mos tró que es to

es im po si ble (la his to ria cuen ta que Pi tá go ras ya lo sa bía pe ro

que, co mo es to con tra de cía to da su teo ría, lo ocultó).

Demostremos que ◊5 no puede escribirse como una fracción.

Su pon ga mos que ◊5 es un nú me ro ra cio nal (que pue de es cri -

bir se co mo frac ción), en ton ces exis ten a y b ê z (b ≠ 0) ta les

que = ◊5, sien do una frac ción irre du ci ble (no se pue de

sim pli fi car más). Por lo tan to, 
2

= 5 ı a2 = 5b2
(1)

Lue go, co mo 5 es un nú me ro pri mo y a2 es múl ti plo de 5 

(da do que se pue de es cri bir co mo pro duc to de 5 por otro nú -

me ro en te ro) ı a de be ser múl ti plo de 5 ı a = 5 . t, t ê z ı 

ı a2 = (5t)2 = 25 t2
(2)

De (1) y (2):  5 b2 = 25 t2 ı b2 = 5 t2 ı b2 es múl ti plo de 5 ı b es

múl ti plo de 5.

O sea que a y b son múl ti plos de 5; por lo tan to, la frac ción 

pue de sim pli fi car se di vi dien do nu me ra dor y de no mi na dor

por 5 ı no es una frac ción irre du ci ble. Pe ro ha bía mos to ma do

una frac ción que era irre du ci ble, o sea, lle ga mos a al go absurdo.

Pa ra lle gar a es to, ha bía mos par ti do de su po ner que ◊5 era un

nú me ro ra cio nal. 

Lue go, ◊5 no pue de es cri bir se co mo una ra zón (di vi sión) en tre

dos nú me ros en te ros, y se lo lla ma nú me ro irra cio nal. 

a 
b

º
‚

a 
b

ª
·

a 

b

a 

b

V ̀  ̀ ̀ ̀ ̀
√    

9 
16

V ̀  ̀ ̀ ̀ ̀
√    

1 
2
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Nú me ros irra cio na les. 
Ubicación en la recta numérica.

Un nú me ro es irra cio nal cuan do no pue de es cri bir se co mo 
di vi sión de dos nú me ros en te ros (o sea, co mo frac ción).

Ca si to das las raí ces cua dra das son irra cio na les. Só lo al gu nos

nú me ros en te ros tie nen raíz cua dra da en te ra (son los lla ma -

dos cua dra dos per fec tos: 1, 4, 9, 16, etcétera), y al gu nas frac -

cio nes irre du ci bles cu yo nu me ra dor y de no mi na dor son cua -

dra dos per fec tos tie nen raíz cua dra da frac cio na ria.

Son irra cio na les las raí ces de nú me ros en te ros que no den un

nú me ro en te ro, co mo 
3
◊2, 

5
◊29, etcétera.

Tam bién son irra cio na les to dos los nú me ros que se ob tie nen

al ope rar (su mar, res tar, mul ti pli car o di vi dir) nú me ros irra cio -

na les con nú me ros ra cio na les, co mo el nú me ro de oro.

Otro nú me ro irra cio nal co no ci do es el nú me ro π, que es la ra -

zón en tre el pe rí me tro y el diá me tro de una cir cun feren cia.

Con clu sión

Los nú me ros irra cio na les no pue den es cri bir se co mo frac ción;

por lo tan to, no tie nen un nú me ro fi ni to de ci fras de ci ma les ni

un pe río do que se re pi ta; o sea, los nú me ros irra cio na les  tie -

nen in fi ni tas ci fras de ci ma les no pe rió di cas.

Co mo ya di ji mos, los pi ta gó ri cos eran, an te to do, geó me tras y

se es for za ban por medir todas las lí neas. En ese in ten to, se en -

con tra ron con nú me ros que no eran ra cio na les y se les ocu rrió

pen sar si exis ti rían lon gi tu des con esas me di das. Ya sa bían

ubi car los nú me ros ra cio na les en la rec ta nu mé ri ca. Vea mos lo

que hi cie ron en ton ces:

Pro ble ma 2
Los pi ta gó ri cos que rían cons truir con re gla y com pás seg men -

tos de dis tin tas me di das, ta les co mo:

a. ◊5             b. 1 + ◊5             c. 5 + 3 ◊5             d. el nú me ro de oro

¿Có mo lo ha rían us te des?

¿Sa bían que...? 
El pri me ro en uti li zar el nú me ro π fue 
Wi lliam Jo nes en 1706; sin em bar go, quien
real men te po pu la ri zó su uso fue Leo nard
Eu ler en 1748. A pe sar de sa ber que π es
un nú me ro irra cio nal, por lo cual tie ne in fi -
ni tas ci fras de ci ma les, mu chos ma te má ti -
cos se de di ca ron a bus car las. Uno de ellos
fue Sri ni va sa Ra ma nu jan. Pa ra lo grar lo,
ideó mu chas fór mu las que sir vie ron des -
pués, con ayu da de las com pu ta do ras, pa ra
en con trar más de 2 bi llo nes de ci fras de π.
Ra ma nu jan era hi jo de un con ta ble y de la
hi ja de un ofi cial del juzga do de Ero de (la
In dia). Su abue lo ma ter no pi dió a la dio sa
Na ma gi ri que ben di je ra a su hi ja con des -
cen den cia y el 22 de di ciem bre de 1887 na -
ció Sri ni va sa. Des de muy chi co, se di ver tía
en tre te niendo a sus ami gos con fór mu las y
teo re mas y re pi tien do va lo res de π y de ◊2.
Cuan do apren dió a leer, pu do de mos trar
sus fór mu las, pe ro ca da de mos tra ción era
un au tén ti co tra ba jo de in ves ti ga ción, da -
do que no te nía una edu ca ción for mal. Fue
un ver da de ro au to di dac to y so lía de cir que
la dio sa Na mak kal le ins pi ra ba las fór mu -
las en sue ños. De he cho, al le van tar se de la
ca ma es cri bía re sul ta dos que lue go com -
pro ba ba. Es te pro ce so lo re pi tió to da su vi -
da y les en vió car tas co mu ni can do sus ha -
llazgos a los ma te má ti cos fa mo sos, has ta
que fue re co no ci do por Hardy y lo gró así
tra ba jar en Cam brid ge, a pe sar de no ha -
ber es tu dia do nun ca en una uni ver si dad.
Vol vió a la In dia en 1919, don de mu rió al
año si guien te con un sta tus de cien tí fi co y
una re pu ta ción de la que nin gún otro hin -
dú ha bía dis fru ta do ja más.
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7. Mar quen en la rec ta nu mé ri ca los si -
guien tes nú me ros:

– ◊`7 , 1 + ◊`7 , ◊`7 – 1, , ◊`4`8

8. De ci dan si las si guien tes afir ma cio nes
son ver da de ras o fal sas y jus ti fi quen sus
res pues tas:
a. Si a es un nú me ro irra cio nal y b, ra cio -
nal, en ton ces:
I. a + b es ra cio nal

II. a . b es irra cio nal

b. Si a y b son  nú me ros irra cio na les, 
en ton ces:
I. a + b es ra cio nal

II. a . b es irra cio nal

2
3

Pro ble ma 3

Mar quen en la rec ta nu mé ri ca to dos los nú me ros que ve ri fi can

las si guien tes con di cio nes:

a. son ma yo res que 1 y me no res que 5;

b. son me no res o igua les a –◊2;

c. tie nen mó du lo me nor o igual a .

Pro ble ma 2

a. Cons tru ya mos so bre la rec ta nu mé ri ca, a partir de 0, un rec -

tán gu lo de 2 unidades de lar go por 1 unidad de al to y mar que -

mos su dia go nal.

Lue go tra ce mos una cir cun fe ren cia con cen tro en 0 y que ten ga

co mo ra dio a la dia go nal del rec tán gu lo, que sa be mos, por el

Teo re ma de Pi tá go ras, que mi de ◊5. El pun to en el que es ta cir -

cun fe ren cia cor te a la rec ta nu mé ri ca se rá la ubi ca ción de ◊5.

El seg men to cu yos ex tre mos son 0 y  ◊5 es el seg men to bus ca do.

b. Pa ra cons truir un seg men to de lon gi tud 1 + ◊5, mar que mos

pri me ro un seg men to de lon gi tud 1; lue go, a par tir de él, re pi -

ta mos el pro ce di mien to an te rior.

El seg men to cu yos ex tre mos son 0 y  1 + ◊5 es el bus ca do.

3
8–3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7

–3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7

–3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7

–3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7

–3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7
1                                            

0                                   1                                  2 ◊5

1                                            

0                               1                               2 3     1 + ◊5

◊5 = ◊1̀
2  ̀̀+̀̀̀̀ ̀̀2̀

2
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c. Para construir un segmento de longitud 5 + 3 ◊5, partimos

de uno de longitud 5 y, repitiendo el procedimiento anterior,

trazamos un segmento de longitud 5 + ◊5. A partir de éste,

repitiendo nuevamente el procedimiento, marcamos segmen-

tos de longitudes 5 + 2 ◊5 y 5 + 3 ◊5, respectivamente.

d. Para lograr un segmento que mida el número de oro, debe-

mos dividir el segmento que dibujamos en el punto b. en dos

partes iguales. Para ello, procedemos de la siguiente manera:

� Tomamos, a partir del 0, un segmento de longitud 1 + ◊5, al

que llamamos OC.

� Trazamos en cualquier dirección, que no sea la de OC, una

semirrecta de origen O y en ella marcamos dos segmentos de

igual longitud, OA y AB. 

� Trazamos la recta que pasa por B y por C.

� Trazamos la recta paralela a la anterior que pasa por A.

Por el Teorema de Thales (dado que las rectas BC y AD son

paralelas), tenemos que:

= , pero OA = AB; luego, OD = DC.

Luego, el segmento OC queda dividido en dos partes iguales,

cada una de las cuales mide la mitad del mismo.

Como  OC = 1 +  ◊5 

OD = DC = 

La me di da de OD y DC es el nú me ro de oro.

1 + ◊5  

2

OD 
DC

OA 
AB

Al go más…
En la rec ta nu mé ri ca, po de mos re pre sen -
tar cual quier nú me ro, si lo gra mos tra zar
un seg men to cu ya lon gi tud mi da ese nú -
me ro. Por es te mo ti vo, los ma te má ti cos
grie gos se es for za ban por en con trar un
seg men to que mi die ra exac ta men te el
nú me ro de oro.
Fi nal men te, Eu cli des lo gró en con trar lo.
Vea mos có mo rea li zó su cons truc ción:
� Tra zó pri me ro un seg men to AB de 
lon gi tud 1.
� Lue go tra zó un seg men to AC,  per pen -
di cu lar a ̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀ÀB, de lon gi tud 1.
� Lla mó O al pun to me dio de  ̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀ÀC.
� Tra zó la cir cun fe ren cia con cen tro O y
ra dio  ̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀O````C.
� Tra zó la se mi rrec ta BO, y lla mó D al
punto de in ter sec ción de és ta con la cir -
cun fe ren cia, más ale ja do de B.

Cal cu le mos la me di da de B̀D. Pa ra ello:

``````B̀̀O =     
2

+ 12 =     + 1   =   =

``````````````Ò``````````````D =

``````B̀̀D = ̀B̀O +  ̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀̀O``````````````D = + = 

En ton ces, ̀B̀D mi de el nú me ro de oro.

◊5 + 1 
2 

◊5 
2 

1 
2 

1 
2 

◊5 
2 

5 
4 

1 
4 

º
‚

1 
2 

ª
·

V
√  

V
√  

V
√  

b

o d c

a
1                                            

0                                   1                                  2 ◊5

d

c

ba

0

355 755 4

1
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9. Encuentren un número irracional que
esté entre ◊2 y 2.

10. ¿Cuántos números irracionales hay
entre ◊2 y 2? ¿Por qué?

11. Consideren el conjunto de todos los
números x que verifican 2 < x ≤ ◊8.   
a. ¿Cuántos números naturales hay en
este conjunto? ¿Por qué?

b. Encuentren, si los hay, números
racionales en este conjunto. ¿Cuántos
hay? ¿Por qué?

c. Encuentren, si los hay, números irra-
cionales en este conjunto. ¿Cuántos hay?
¿Por qué?

d. ¿Cuántos números reales hay en este
conjunto? ¿Por qué?

Al con jun to de los nú me ros irra cio na les lo lla ma mos ã.

Con los nú me ros irra cio na les, lo gra mos com ple tar to da la 

rec ta nu mé ri ca.

Con jun to de los nú me ros rea les

Lla ma mos con jun to de nú me ros rea les (õ) al con jun to de

los nú me ros ra cio na les y los irra cio na les õ = q U ã.

Ob ser ve mos que tan to los nú me ros ra cio na les co mo los nú -

me ros irra cio na les son nú me ros rea les, y que un nú me ro o es

ra cio nal o es irra cio nal, es de cir:

q ÿ õ, ã ÿ õ, q ö ã = ƒ

Pro ble ma 3

a. Pa ra mar car los nú me ros x que son ma yo res que 1 y me no -

res que 5, rea li za mos:

Pa ra in di car que el 1 y el 5 no per te ne cen al seg men to, po ne mos

pa rén te sis en los ex tre mos. En otras pa la bras, es ta mos mar can -

do to dos los nú me ros rea les x que ve ri fi can 1 < x < 5. A es te con -

jun to se lo lla ma in ter va lo en la rec ta y se es cri be (1; 5). 

b. Ne ce si ta mos mar car los va lo res x que ve ri fi can x ≤ –◊2, o

sea, que per te ne cen al in ter va lo (–ˇ; –◊2 ] (in di ca mos con un

cor che te que ese ex tre mo es tá in clui do).

c. Si |x| < en ton ces la dis tan cia de x al 0 de be ser me nor 

que ; lue go, – < x < , o sea, x ê – ; 
º
‚

ª
·

3 
8

3 
8

3 
8

3 
8

3 
8

3 
8

¿Cómo se lee…?
q = conjunto de números racionales
ã = conjunto de números irracionales
õ = conjunto de números reales

(
1

)
5

( )

]
–◊2

–
3
8

3
8
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12. Es cri ban co mo in ter va los y re pre sen -
ten en la rec ta nu mé ri ca los si guien tes
con jun tos:
a. {x / x ê õ y –1 ≤ x < 2}

b. To dos los nú me ros x que su pe ran en 3
uni da des al do ble de 4.

c. To dos los nú me ros rea les x cu yo cua -
dra do es me nor que 1.

13. Re pre sen ten en la rec ta nu mé ri ca los
si guien tes in ter va los:

a. [–◊3 , 5)

b. (–3, +ˇ)

c. –4, 

d. (–ˇ, 8]

‘
’

“
”

1 
2 

In ter va los en la rec ta real

[a; b] = {x / x ê õ y a ≤ x ≤ b} (–ˇ, b] = {x / x ê õ y x ≤ b}

(a; b] = {x / x ê õ y a < x ≤ b} (–ˇ, b) = {x / x ê õ y x < b}

[a; b) = {x / x ê õ y a ≤ x < b} [a, +ˇ) = {x / x ê õ y x ≥ a}

(a; b) = {x / x ê õ y a < x < b} (a, +ˇ) = {x / x ê õ y x > a}

Pro ble ma 4

En la ver du le ría de don Ma nuel, es tán de ofer ta los to ma tes, a

$0,79 el ki lo. Don Ma nuel no tie ne mo ne das de 1 cen ta vo ni de

5 cen ta vos, pe ro quie re ser jus to con sus clien tes. ¿Cuán to le

co bra rá a una per so na que:

a. lle va 2 kg de to ma tes y le pa ga con un bi lle te de $2;

b. lle va 6 kg de to ma tes y le pa ga con un bi lle te de $5;

c. lle va 5 kg de to ma tes y le pa ga con un bi lle te de $5?

Pro ble ma 5

La im pre so ra Buen Tra ba jo es tá de ofer ta a $99,90. Clau dio

com pra una con un bi lle te de $100, el ven de dor no le da el

vuel to y él se va. Des pués va a la ver du le ría, com pra pa pas por

$0,90, pa ga con $1 y re cla ma el vuel to. ¿Por qué lo re cla mó en

el se gun do ca so y no en el pri me ro?
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¿Sa bían que...?
Geor ge Can tor fue el pri me ro en in tro du -
cir la no ción de in ter va lo, con la no ta ción
de pa rén te sis y cor che tes pa ra sus ex tre -
mos y la no ta ción de lla ves pa ra in di car
con jun tos nu mé ri cos.
Can tor fue un ma te má ti co na ci do en San
Pe ters bur go (Ru sia). En 1856, se tras la dó
con su fa mi lia a  Ale ma nia. La dis ci pli na en
la fa mi lia era muy es tric ta y te nían una
ver da de ra ob se sión por el éxi to. Can tor es -
tu dió Ma te má ti ca, y obtuvo el pues to de
pro fe sor en la Uni ver si dad de Ha lle, en
1872. Siem pre qui so que lo con vo ca ran de
una de las uni ver si da des im por tan tes
(Ber lín o Go tin ga), pe ro no lo lo gró debido
a la opo si ción de Kro nec ker, con quien es -
ta ba en fren ta do por que sus tra ba jos re fu -
ta ban los fun da men tos de los tra ba jos
que Kro nec ker rea li za ba. 
Can tor de mos tró que no to dos los con jun -
tos con in fi ni tos ele men tos son del mis -
mo ta ma ño, y que con jun tos que to dos
di ría mos que tie nen más ele men tos, en
rea li dad  tie nen los mis mos. Por ejem plo,
hay la mis ma cantidad de nú me ros pa res
que de na tu ra les, hay igual can ti dad de
nú me ros en te ros que de na tu ra les, hay
igual can ti dad de nú me ros ra cio na les que
de na tu ra les. Sin em bar go, hay más nú -
me ros rea les que na tu ra les. Sus teo rías
fue ron muy con tro ver ti das en su épo ca y
tu vo en fren ta mien tos con otros ma te má -
ti cos. Por tal motivo, pa de ció tras tor nos
ma nía co-de pre si vos y só lo al fi nal de sus
días se em pe zó a apre ciar su tra ba jo,
cuan do ya era de ma sia do tar de, pues su
en fer me dad men tal es ta ba muy avan za -
da. Mu rió en 1918 en un sa na to rio para
enfermos men tales.

Pro ble ma 4

a. Co mo ca da kilogramo de to ma tes cues ta $0,79, los 2 kg cos -

ta rán $1,58, pe ro co mo don Ma nuel no tie ne vuel to de 1 ni de

5 cen ta vos, tie ne dos op cio nes: co brar le $1,50 o $1,60. ¿Cuál de

las op cio nes es la más cer ca na al va lor real? Si ob ser va mos la

rec ta nu mé ri ca

no ta mos que la di fe ren cia con el pre cio real es me nor pa ra

$1,60. Ana li ce mos el error co me ti do.

Error co me ti do al to mar 1,60:  1,60 – 1,58 = 0,02

Error co me ti do al to mar 1,50:  1,58 – 1,50 = 0,08

Don Ma nuel le co bra rá en ton ces $1,60.

b. Si al guien lle va 6 kg, el pre cio real se rá de $4,74; lue go, pue de

co brar le $4,70 o $4,80. Vea mos el error co me ti do en ca da ca so:

4,80 – 4,74 = 0,06 4,74 – 4,70 = 0,04

El error es me nor si le co bra $4,70.

c. Si el clien te lle va 5 kg, el pre cio real se rá de $3,95, y las op -

cio nes de co bro, $3,90 o $4; ob ser ve mos, en ton ces, los erro res

co me ti dos:

4 – 3,95 = 0,05 3,95 – 3,90 = 0,05

Ana li zan do las di fe ren cias en es te ca so, no ta mos que el error

co me ti do es el mis mo, en ton ces don Ma nuel po drá co brar 

$4 o $3,90. 

Aun que en el ca so de es te co mer cian te es igual men te jus to

cual quie ra de los dos va lo res, por con ven ción se to ma 4 co mo

apro xi ma ción de 3,95.

1,50 1,58

1,60

4,70 4,74 4,80

3,90 3,95 4
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Re don deo y trun ca mien to

Pa ra apro xi mar un nú me ro de ci mal a0, a1a2a3…a nanan + 1 … por

re don deo a n ci fras de ci ma les, ob ser va mos la ci fra an + 1:

� si an + 1 < 5, de ja mos el nú me ro a0, a1a2a3…a n
� si an + 1 ≥ 5, au men ta mos una uni dad en la ci fra a n.

Mu chas ve ces en lu gar de apro xi mar el nú me ro por re don deo,

lo que ha ce mos es no con si de rar las ci fras res tan tes.

Trun car un nú me ro en de ter mi na da ci fra sig ni fi ca eli mi nar
to das las ci fras que si guen a par tir de ella, reem pla zándolas
por ce ro.

Por ejem plo: 

Si trun ca mos el nú me ro 2,371492 a cua tro ci fras de ci ma les,

ob te ne mos el nú me ro 2,3714; en cam bio, si lo re don dea mos,

de be mos to mar el nú me ro 2,3715.

Pro ble ma 5

Tan to en la com pra de la im pre so ra co mo en la de las pa pas,

de bían dar le a Clau dio un vuel to de $0,10. Es de cir que el error

que co me te ca da ven de dor al co brar le es el mis mo. Sin em bar -

go, no representa lo mis mo to mar 0,10 de 100 que de 1. Vea -

mos qué por cen ta je re pre sen ta en ca da ca so:

El por cen ta je de au men to al co brar 100 en lu gar de 99,90 es: 

. 100 = 0,1001% 

El por cen ta je de au men to al co brar 1 en lu gar de 0,90 es:  

. 100 = 11,11% 

Por lo tan to, por cen tual men te, el error co me ti do en el 

se gun do ca so es mu cho ma yor que en el pri me ro.

0,10 
0,90

0,10 
99,90

Al go más…
Cuan do ha ce mos cuen tas con la cal cu -
la do ra, de be mos in ter pre tar qué nos in -
di can los re sul ta dos.
Por ejem plo, si efec tua mos 2:3, en al gu -
nas cal cu la do ras ob te ne mos
0.666666666; en otras, en cam bio, ob -
te ne mos 0.666666667.
¿Có mo in ter pre ta mos las di fe ren tes res -
pues tas?

Las cal cu la do ras que dan el pri me ro de
los re sul ta dos es tán pro gra ma das pa ra
trun car el nú me ro; lue go, co mo el re sul -
ta do es pe rió di co y el vi sor só lo pue de
mos trar 10 ci fras, des pre cian las ci fras
pos te rio res.

Las que dan el se gun do, es tán pro gra -
ma das pa ra re don dear el nú me ro y, co -
mo la ci fra del lu gar 11 es tam bién un 6,
au men tan en uno la ci fra ubi ca da en el
dé ci mo lu gar.
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Error ab so lu to, error re la ti vo y error por cen tual

Se lla ma error ab so lu to a la dis tan cia en tre el va lor real y el

va lor apro xi ma do de un nú me ro:

Si  Vr = va lor real del nú me ro y Va = va lor apro xi ma do; en -

ton ces, el error ab so lu to es: ea = |Vr – Va|.

Se lla ma error re la ti vo al co cien te en tre el error ab so lu to y

el va lor apro xi ma do: er = .

Se lla ma error por cen tual al por cen ta je que re pre sen ta di -

cho error: ep = . 100.

Su pon ga mos que que re mos apro xi mar un nú me ro a dos ci fras

de ci ma les, ¿cuál es la di fe ren cia en tre trun car o re don dear?

Lla me mos Vr al va lor real del nú me ro, Va al va lor apro xi ma do

por re don deo y  Vt al va lor apro xi ma do por trun ca mien to. Si

que re mos apro xi mar lo a dos ci fras de ci ma les por re don deo,

ana li za mos si la ter cera ci fra de ci mal es ma yor o me nor que 5.

Sea  Vr = a0, a1a2a3… , en ton ces, pa ra re don dear de be mos 

con si de rar a3.

Si a3 < 5 ı Va = a0, a1a2 ı ea = |Vr – Va| = 0,00a3a4…  ı ea < 0,005

Si a3 ≥ 5, al nú me ro exac to le agre ga mos los mi lé si mos ne ce sa -

rios pa ra ob te ner un dé ci mo más. Es te nú me ro que se agre ga

es, co mo má xi mo, 5 mi lé si mos, en ton ces: ea  < 0,005.

Lue go, pa ra cual quier va lor de a3: ea  < 0,005.

Vt = a0, a1a2, en ton ces, el error co me ti do al trun car es 

ea = |Vr – Vt| ı 0,00a3… < 0,01.

Es to ocu rre en cual quier ci fra de ci mal.

Con clu sión
Si se apro xi ma por re don deo a cual quier ci fra, se co me te siem -
pre un error me nor que al trun car.

ea 

Va

ea 

Va

14. Es cri ban dos nú me ros de ci ma les
dis tin tos que al re don dear los a dos ci -
fras den:
a. 2,97 b. –9,24

15. Es cri ban dos nú me ros de ci ma les dis -
tin tos que al trun car los a dos ci fras den:
a. 2,97 b. –9,24

16. ¿En tre qué va lo res pue de es tar un 
nú me ro que al re don dear lo da 4,25? ¿Y si
se hu bie se trun ca do? ¿Cuál es el ma yor
error que se pue de co me ter en ca da ca so?

17. ¿En tre qué va lo res pue de es tar un
nú me ro que al re don dear lo da –8,7453?
¿Y si se hu bie se trun ca do? ¿Cuál es el
ma yor error que se pue de co me ter en
ca da ca so?

18. En cuen tren cuál es el error ab so lu to 

y cuál el por cen tual al cal cu lar – ,

to man do una apro xi ma ción por re dondeo

de ca da frac ción a dos ci fras de ci ma les.

1 
6 

1 
17 

24
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