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Cómo leer este libro

6
MATEMÁTICA | LIBRO 2
Funciones 2

Al go más…

Se pre sen tan co men ta rios y
acla ra cio nes so bre los te mas 
de sa rro lla dos.

¿Sabían que…? 

Se pre sen tan bio gra fías, re se ñas
his tó ri cas y da tos de in te rés que
en ri que cen los con te ni dos.

Tex tos recuadrados

Aquí se in clu yen de fi ni cio nes
pa ra que pue dan ser lo ca li za -
das rá pi da men te cuan do se ne -
ce si ta con sul tar las.

Ac ti vi da des 

Se pro po nen ac ti vi da des que 
sir ven pa ra ve ri fi car la com pren -
sión de los con te ni dos abor da -
dos y la apli ca ción de éstos en
dis tin tas si tua cio nes.

¿Cómo se lee…? 

Se ofre ce el sig ni fi ca do de los
sím bo los uti li za dos en la pá gi na.

Pro ble mas 

Al co men zar ca da ca pítu lo, y
pa ra in tro du cir los con te ni dos,
se pre sen tan uno o más pro -
ble mas pa ra re sol ver y dis cu tir
en gru pos, que se iden ti fi can
con el íco no    .

Posible resolución 

Se pre sen ta un po si ble ca mi no
pa ra re sol ver ca da uno de los
pro ble mas pro pues tos. Per mi te
con fron tar di fe ren tes pro ce di -
mien tos y ve ri fi car las s0lu cio -
nes ob te ni das. Se iden ti fi ca con
el íco no    .
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Guía de ejer ci ta ción

In clu ye ac ti vi da des orien ta das 
a po ner en jue go to dos los con -
cep tos y pro ce di mien tos de sa -
rro lla dos a lo lar go del ca pí tu lo.

Guía de au toe va lua ción

Con tie ne ac ti vi da des que pue -
den ser re suel tas al fi na li zar el
ca pí tu lo pa ra au toe va luar lo
apren di do.

Se in clu yen las res pues tas al fi -
nal del li bro.
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Fun cio nes y 
ecua cio nes po li nó mi cas

Mu chas ve ces los cien tí fi cos bus can ex pre siones
ma te má ti cas que les per mi tan vin cu lar las 
va ria bles que es tán es tu dian do y, de es ta ma ne ra, 
en con trar re sul ta dos sin ne ce si dad de rea li zar la
ex pe rien cia. Por ejem plo, el vo lu men de un cu bo  
se re pre sen ta co mo V(x) = x 3. Las fun cio nes 
po li nó mi cas son una bue na he rra mien ta pa ra 
en con trar ese ti po de ex pre sio nes uti li zan do 
só lo las ope ra cio nes ma te má ti cas bá si cas: su ma 
y mul ti pli ca ción, lo cual fa ci li ta la ope ra to ria.

1

MATEMÁTICA | LIBRO 2
Funciones 2
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MATEMÁTICA | LIBRO 2

Funciones 2FUNCIONES Y ECUACIONES POLINÓMICAS12

Re gis tren en sus car pe tas los dis tin tos 
ca mi nos que in ten ta ron pa ra re sol ver un
pro ble ma y los mo ti vos por los cua les 
los des car ta ron. Es to les ser vi rá a la ho ra
de es tu diar.

¿Sa bían que…? 
Karl Theo dor Wil helm Weiers trass na ció el
31 de oc tu bre de 1815 en Os ten fel de, Ba -
vie ra (aho ra Ale ma nia), y mu rió el 19 de
fe bre ro de 1897 en Ber lín, Ale ma nia. Es co -
no ci do por su cons truc ción de la teo ría de
fun cio nes com ple jas por me dio de se ries
de po ten cias (su mas de in fi ni tos mo no -
mios). Era un sim ple pro fe sor has ta que
pu bli có un do cu men to so bre fun cio nes a-
be lia nas en el dia rio de Cre lle. Así, ob tu vo
re co no ci mien to aca dé mi co, y en 1856 lo
de sig na ron en la Uni ver si dad de Ber lín.
Sus con fe ren cias de Ma te má ti ca atra je ron
a es tu dian tes de to do el mun do. En Ber lín,
Weiers trass dio una in tro duc ción al aná li -
sis, don de abor dó sus fun cio nes por pri -
me ra vez. Es tu dió fun cio nes en te ras, las
fun cio nes de fi ni das por los pro duc tos in fi -
ni tos, y de más. Sus re sul ta dos cam bia ron
el fu tu ro de la Ma te má ti ca. 

Pro ble ma 1

Una em pre sa ne ce si ta en va sar un pro duc to en re ci pien tes de

la ta ci lín dri cos, de ma ne ra tal que el diá me tro de la ba se sea la

mi tad de la al tu ra. 

a. ¿Con qué di men sio nes cons tru yen

la la ta si és ta de be te ner una 

ca pa ci dad de 350 cm3?

b. En cuen tren una fór mu la que 

les per mi ta cal cu lar el 

vo lu men de la la ta en fun ción

de la al tu ra.

Pro ble ma 2

Clau dia se com pró un te rre no en un country y quie re ins ta lar

allí una pi le ta de na ta ción rec tan gu lar. El ar qui tec to le di jo que

pa ra que el di se ño sea ar mo nio so, su pi le ta de be te ner el do ble

de lar go que de an cho, y los en ten di dos opi nan que la pro fun -

di dad de be ser la mi tad del an cho. Pa ra ha cer un pre su pues to,

ave ri gua que el ma te rial pa ra las pa re des y el pi so cues ta $75

el m2; la sol da du ra pa ra las jun tas, $40 el m; la ex ca va ción y co -

lo ca ción, $50 el m3 y el tras la do de ma te ria les, $100. 

a. ¿Cuán to le cos ta rá a Clau dia una pi le ta de 5 m de an cho?

b. ¿Si Clau dia dis po ne de $10000, ¿pue de cons truir una pi le ta

de 8 m de lar go?

c. ¿Cuá les son las di men sio nes de la pi le ta más gran de que pue -

de cons truir con $5665? 

largo

a
n

c
h

o
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¿Sa bían que...? 
Hy pa tía de Ale jan dría, ma te má ti ca, as tró -
no ma y fi ló so fa del si glo IV, fue la hi ja de
un ma te má ti co y as tró no mo que tra ba ja ba
en el mu seo de esa ciu dad, quien le en se ñó
el ar te de la ora to ria y los prin ci pios de la
en se ñan za. Mu chos es tu dian tes de otras
ciu da des via ja ban a Ale jan dría pa ra apren -
der con ella. La ma yor par te de sus es cri tos
eran li bros de tex to pa ra sus alum nos. Su
tra ba jo más im por tan te fue en Ál ge bra.
Más cer ca de nues tros días, Ma ría Gae ta na
Ag ne si (1718 - 1799), la ma yor de vein tiún
her ma nos, hi ja de un pro fe sor de Ma te má -
ti ca que le brin dó una gran edu ca ción
(con tra ria men te a las cos tum bres de su
épo ca en cuan to a las mu je res), fue re co -
no ci da co mo una ver da de ra ni ña pro di gio
de bi do a la can ti dad de len guas que ha bla -
ba des de muy tem pra na edad. En su ado -
les cen cia se gra duó en Ma te má ti ca, y a los
vein te años co men zó a tra ba jar en su más
im por tan te obra, Is ti tu zio ne ana li ti che,
pen sa da co mo un li bro de tex to pa ra sus
her ma nos. Cuan do es te li bro fue pu bli ca do
en 1748, se trans for mó en un éxito en el
mun do aca dé mi co, por ser uno de los pri -
me ros y más com ple tos tra ta dos de aná li -
sis ma te má ti co y un mo de lo de cla ri dad.
Fue tra du ci do a va rios idio mas y uti li za do
am plia men te co mo tex to.

Pro ble ma 1

En pri mer lu gar, de be mos pen sar en en con trar una re la ción 

en tre las di men sio nes de las la tas y su vo lu men. Sa be mos que

el vo lu men de un ci lin dro se calcula con la fórmula V = π r2h,

don de r es el ra dio de la ba se del ci lin dro y h su al tu ra; lue go,

350 = π r2h. Pe ro 

r = d = h = h; lue go, 

Con lo cual, si la la ta tie ne 350 cm3 de be te ner una al tu ra 

y un ra dio r = .

La fór mu la que nos per mi te cal cu lar el vo lu men de la la ta en 

fun ción de la al tu ra es, en ton ces,                          .

Pro ble ma 2

Si la pi le ta de Clau dia tie ne 5 m de an cho, de be te ner 10 m de

lar go y 2,5 m de al tu ra, en ton ces:

Can ti dad de ma te rial 

ne ce sa rio pa ra el pi so 5 x 10 m2 = 50 m2

Can ti dad de ma te rial 

ne ce sa rio pa ra dos pa re des 

la te ra les 2 . (5 x 2,5 m2) = 2 . 12,5 m2= 24 m2

Can ti dad de ma te rial 

ne ce sa rio pa ra las otras 

dos pa re des la te ra les 2 . (10 x 2,5 m2) = 2 .  25 m2= 50 m2

Can ti dad total de ma te rial 

ne ce sa rio 50 m2 + 2 . 12,5 m2 + 2 . 25 m2 = 124 m2

1 
2

º
‚

ª
·

1 
4

1 
4

1 
2

1 
2

350 = π h = h3h 
4

π 
16

V (h) = h3π 
16

ª   
·

º
‚

2

alto x1 
2

largo 2x

ancho x

V ̀  ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀`
√

V ̀  ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀`
√h = ‹ = ‹

5600 
π

350.16 
π

V ̀  ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀`
√h = ‹

5600 
π

V ̀  ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀ ̀`
√‹

5600 
π

Puerto de Alejandría
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MATEMÁTICA | LIBRO 2

Funciones 2FUNCIONES Y ECUACIONES POLINÓMICAS14

1. Un edi fi cio ne ce si ta un tan que de
agua en for ma de or toe dro (pa ra le le pí -
pe do de ba se cua dra da, co mo in di ca la
fi gu ra), y cu ya al tu ra ex ce da en 10 cm a
la cuar ta par te del lado de la ba se.

a. ¿Qué vo lu men ten drá un tan que que
tenga 1 m de an cho?

b. ¿Qué vo lu men ten drá el tan que si tie -
ne 1 m de al tu ra?

c. En cuen tren una fun ción que per mi ta
cal cu lar el vo lu men del tan que en fun -
ción del la do de su ba se.

2. Te ne mos un dia rio gi gan te abier to.
En cuen tren una fun ción que per mi ta
cal cu lar el gro sor que se obtiene al do -
blar lo 4 ve ces en fun ción del gro sor del
dia rio abier to.  

El cos to del ma te rial es en ton ces: $75 . 124 = $9300.

Te ne mos en to tal 8 jun tas: 4 de 2,5 m; 2 de 10 m y 2 de 5 m, o sea

que ne ce si ta mos (4 . 2,5 + 2 . 10 + 2 . 5) m = 40 m de sol da du ra æ

el cos to de la sol da du ra se rá:  $40 . 40 m = $1600.

Pa ra sa ber el cos to de co lo ca ción, ne ce si ta mos co no cer los m3

que se van a co lo car. 

El vo lu men de la pi le ta es 5 . 10 . 2,5 m3 = 125 m3 æ

el cos to de excavación y co lo ca ción se rá:  $50 . 125 m3 = $6280.

El cos to del tras la do se rá: $100.

El cos to to tal de la pi le ta se rá: 

$9300 + $1600 + $6280 + $100 = $17280.

Si la pi le ta de be te ner 8 m de lar go, en ton ces ten drá 4 m de

an cho y 2 m de al to æ

Cos to de ma te ria les (8 . 4 + 8 . 2 . 2 + 4 . 2 . 2) . 75 = $6000

Cos to de sol da du ra (8 . 2 + 4 . 2 + 2 . 4) . 40 = $1280

Cos to de excavación y co lo ca ción (8 . 2 . 4) . 50 = $3200

Cos to de tras la do $100

Cos to to tal $10580

Pa ra po der sa ber cuá les son las di men sio nes de la pi le ta que

se pue de cons truir con $5665, te ne mos que en con trar una

fór mu la que nos per mi ta cal cu lar el cos to de la pi le ta en fun -

ción de su an cho.

Lla me mos, en ton ces, x al an cho de la pi le ta; lue go, el lar go es

2x y la pro fun di dad es x.

Cos to de ma te ria les (x . 2x + 2x . x . 2 + x . . x . 2) . 75 =

= (2x2 + 2x2 + x2) . 75 = 5x2 . 75 = $375 x2

Cos to de sol da du ra (2x . 2 + x . 2 + . x . 2) . 40 =

= (4x + 2x + x) . 40 = 7x . 40 = $280 . x 

Cos to de excavación 

y co lo ca ción (x . 2x . . x) . 50 = $50 . x3

Cos to de tras la do $100

Cos to to tal 50x3 + 375x2 + 280x + 100

Por lo tan to, te ne mos que re sol ver la ecua ción:

50x3 + 375x2 + 280x + 100 = 5665

1 
2

1 
2

1 
2

1 
2

1 
2

x
x
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h3π 
16

π 
16

15

3. De ter mi nen cuá les de las si guien tes
ex pre sio nes son po li no mios y cuá les no.
En este último caso, ex pli quen por qué.
En ca so de que sí lo sean, de ter mi nen el
gra do, el coe fi cien te prin ci pal y el tér mi -
no in de pen dien te.

a. Q(x) = 9x +8x2 – 2

b. R(x) = 0

c. T(x) = –x + 

d. Z(x) = 3

e. W(x) = 8x4 – 3 – 8x + x2 – 2 

f. K(x) = –x4 – 3x – 8 . x –2

g. M(x) = ◊x

4. Re suel van las si guien tes ecua cio nes y
es cri ban el con jun to so lu ción.

a. 9 x3 – 3 = 0

b. (x – 3) . (x + 5) . (x – 1) = 0

c. 2x4 – 4x3 = x4 + 2x3

5. Las fun cio nes ha lla das en los 
pro ble mas 1 y 2 ¿son po li no mios? ¿Por
qué? ¿Cuál es el gra do y cuáles son 
los coe fi cien tes?

1 
2

3 
x

Co mo ve mos, es ta ecua ción es dis tin ta de las co no ci das has ta

el mo men to, por que tie ne un tér mi no con x3. Da do que no po -

de mos des pe jar x, ni tam po co co no ce mos al gu na fór mu la que

la re suel va, ana li ce mos qué se pue de ha cer.

Pa ra ello, de be mos de fi nir pre via men te va rios con cep tos.

Función po li nómica

Un po li no mio, o fun ción po li nó mi ca, es una ex pre sión de 
la for ma:

P(x) = an x
n + an – 1x

n – 1 + … + a1x + a0

don de los a0,…,an son nú me ros rea les, n es un nú me ro na tu -
ral o ce ro y to das las po ten cias a las que apa re ce ele va do x
son nú me ros na tu ra les o ce ro.

a0,…,an se lla man coe fi cien tes del po li no mio
an se lla ma coe fi cien te prin ci pal
a0 se lla ma tér mi no in de pen dien te
n se lla ma  gra do del po li no mio
Si an = 1, di cho po li no mio se lla ma mó ni co.
El po li no mio cu yos coe fi cien tes son to dos ce ro se lla ma  
po li no mio nu lo, se no ta N(x) y no tie ne gra do.

Por ejem plo:

P(h) =             es un po li no mio de gra do 3; el coe fi cien te 

prin ci pal es        , y el res to de los coe fi cien tes, ce ro.

Q(x) = 50x3 + 375x2 + 280x + 100 es un po li no mio de gra do 3

cuyo coe fi cien te prin ci pal es 50.

R(x) = x4 – 5x3 + 3x – 5 es un po li no mio mó ni co de gra do 4.

Las fun cio nes li nea les son fun cio nes po li nó mi cas de pri mer

gra do y las fun cio nes cua drá ti cas son fun cio nes po li nó mi cas

de gra do 2.

Da do que pa ra cual quier va lor de x po de mos rea li zar las ope ra -

cio nes indicadas en la fórmula de la fun ción, el do mi nio de las

fun cio nes po li nó mi cas es õ, aun que en las fun cio nes de los

pro ble mas 1 y 2 el con tex to de ter mi na que x > 0.
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MATEMÁTICA | LIBRO 2

Funciones 2FUNCIONES Y ECUACIONES POLINÓMICAS16

6. Da das las si guien tes fun cio nes po li -
nó mi cas, en cuen tren do mi nio, or de na -
da al ori gen, ce ros, con jun to de po si ti vi -
dad y ne ga ti vi dad. Gra fíquen las co mo
co rri mien tos de la fun ción f(x) = x9 o de
la fun ción f(x) = x6, se gún co rres pon da.
a. G(x) = 2 x9

b. R(x) = x6 – 4

c. H(x) = –x9 + 2

Dos po li no mios P(x) = an x
n + an – 1 x

n – 1 + … + a1x + a0

Q(x) = bn x
n + bn – 1 x

n – 1 + … + b1x + b0

son igua les si tie nen igual gra do y to dos sus coe fi cien tes
co rres pon dien tes igua les, o sea, si äi = 1, 2, …, n: ai = bi 

Una ecua ción po li nó mi ca  de gra do n es una ecua ción de la
for ma: an x

n + an – 1 x
n – 1 + … + a1x + a0 = 0

Por ejem plo: la ecua ción del pro ble ma 2 que te ne mos que re -

sol ver es una ecua ción po li nó mi ca de tercer grado o de grado 3.

La ecua ción 3x2 – 5x – 2 = 0 es una ecua ción po li nó mi ca de

gra do 2 (una ecua ción cua drá ti ca), y vi mos con an te rio ri dad

mé to dos para re sol ver la (fór mu la re sol ven te)1. De be mos aho -

ra bus car for mas de re sol ver ecua cio nes de gra do ma yor.

Co men ce mos ana li zan do al gu nas fun cio nes po li nó mi cas 

es pe cia les:

f(x) = x3

es una fun ción po li nó mi ca de gra -

do 3, con coe fi cien te prin ci pal 1 y

el res to de los coe fi cien tes, 0. Co -

mo tie ne un so lo tér mi no, se lla ma

mo no mio. Ana li ce mos su grá fi ca a

par tir de una ta bla de va lo res.

x 0 1 –1 2 –2

f(x) 0 1 –1 8 –8

f(x) = x4

es una fun ción po li nó mi ca de gra -

do 4, con coe fi cien te prin ci pal 1 y

el res to de los coe fi cien tes, 0. Co -

mo tie ne un so lo tér mi no, se lla ma

mo no mio. Ana li ce mos su grá fi ca a

par tir de una ta bla de va lo res.

x 0 1 –1 2 –2

f(x) 0 1 1 16 16

1  Ver Libro 1, capítulo 4.

4

2

-2

-4

2-2

y

x

2

1

1-1

y

x
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Si qui sié ra mos gra fi car aho ra fun cio nes de la for ma

f(x) = anx n + a0, po de mos ana li zar las co mo co rri mien tos4 de los

grá fi cos an te rio res

Pro ble ma 3

En una em pre sa, se co no ce la fun ción pre cio uni ta rio P(x) y la

fun ción cos to en la pro duc ción y ven ta de xmi les de uni da des

de de ter mi na do ar tí cu lo, C(x). Estas funciones es tán da das por

las si guien tes fór mu las: P(x) = 8 – 0,7x ; C(x) = 6 + 1 . 3x.

a. Si el in gre so es el pro duc to de la can ti dad de ar tí cu los ven di -

dos por el pre cio uni ta rio, es cri ban la fór mu la de la  fun ción in -

gre so I(x).

b. Si la ga nan cia es la di fe ren cia en tre el in gre so y el cos to,

¿cuál es la fór mu la co rres pon dien te a la fun ción ga nan cia G(x)

pa ra es te ar tí cu lo?

7. A par tir de las conclusiones ob te ni das
en el análisis de las grá fi cas de f(x) = x3 y
f(x) = x4, com ple ten la si guien te ta bla,
ex pli can do ca da pa so.

Co mo ve mos en el grá fi co, la cur-

va que representa es ta fun ción es

si mé tri ca res pec to del pun to (0, 0),

o sea, es una fun ción im par 2, y su

ima gen es õ.

Tie ne or de na da al ori gen 0 y raíz

x = 0; su con jun to de po si ti vi dad

es (0, +ˇ), su con jun to de ne ga ti -

vi dad es (–ˇ, 0) y es cre cien te en

to do su do mi nio.

Aná lo ga men te, po de mos gra fi car

f(x) = xn con n im par. 

Vea mos al gu nos ejem plos.

Co mo ve mos en el grá fi co, la cur -

va que re pre sen ta es ta fun ción es

si mé tri ca res pec to del eje y, o sea,

es una fun ción par 3, y su ima gen

es [0, +ˇ).

Tie ne or de na da al ori gen 0 y 

raíz x = 0; su con jun to de po si ti vi -

dad es õ, su con jun to de ne ga ti vi -

dad es ƒ, y es cre cien te en (0, +ˇ)

y de cre cien te en (–ˇ, 0).

Aná lo ga men te, po de mos gra fi car

f(x) = xn con n par. 

Vea mos al gu nos ejem plos.

2

1

3

21-2 -1

y

x

x8 x6 x4

2

1

-1

-2

2

x9 x7 x5

1-2 -1

y

x

2, 3 , 4  Ver Libro 1, capítulo 1.

Fór mu la                f(x) = xn, n par        f(x) = xn, n impar

For ma 

aproximada

de la grá fi ca

Do mi nio

Ordenada

al ori gen

Ce ros 

C+

C–

In ter va los de 

cre ci mien to

In ter va los de 

de cre ci mien to

Ima gen
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Fór mu la f(x) = axn + b

n par, n im par
a > 0, b > 0 a > 0, b > 0

For ma 

aproximada 

de la grá fi ca

Do mi nio

Ordenada 

al ori gen

Ce ros 

C+

C–

In ter va los de 

cre ci mien to

In ter va los de 

de cre ci mien to

Ima gen
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8. A par tir de las conclusiones 
ob te ni das en el análisis de las grá fi cas
de f(x) = x3 y f(x) = x4, com ple ten la 
si guien te ta bla, ex pli can do ca da pa so.

Pro ble ma 3

En la pri me ra pre gun ta, nos pi den que ha lle mos la fór mu la de

la fun ción pro duc to de la can ti dad de ar tí cu los ven di dos por el

pre cio uni ta rio, por lo tan to:

I(x) = P(x) . x = (8 – 0,7x) . x. Si apli ca mos la pro pie dad dis tri bu -

ti va y ope ra mos, ob te ne mos: 

I(x) = 8x – 0,7 x2

Pa ra el ítem b., ha lla mos la fun ción que re sul ta de cal cu lar   

la di fe ren cia en tre el in gre so y el cos to.

G(x) = I(x) – C(x) = 8x – 0,7 x2 – (6 + 1 . 3x) = 6,7x – 0,7 x2 – 6

El do mi nio de I(x) es el con jun to de to dos los va lo res que es tán

en el do mi nio de P(x) que sean ma yo res que 0, y el do mi nio de 

G(x) es tá for ma do por los va lo res x que pe te ne cen al do mi nio de

P(x) y al de C(x), o sea que el do mi nio de las nue vas fun cio nes es

la in ter sec ción de los do mi nios de las fun cio nes ori gi na les.

Operaciones con polinomios 
Suma de polinomios 

La su ma de dos fun cio nes po li nó mi cas P(x) y Q(x) es la fun -
ción R(x) tal que R(x) = P(x) + Q(x).
Sien do: 
P(x) = an x

n + an – 1x
n – 1+ … + a1x + a0

Q(x) = bn x
n + bn – 1 x

n – 1 + … + b1x + b0

el po li no mio R(x) = cn x
n + cn – 1x

n – 1 + … + c1x + c0 es su ma de
los dos po li no mios P(x) y Q(x) si sus coe fi cien tes ci ve ri fi can:
ci = ai + bi ,äi en tre 0 y n.

Por ejem plo:

P(x) = 3x4 + 5x2 – 6x + 7 

Q(x) = 8x5 – 7x4  – 3x2 + 9x + 2 

R(x) = P(x) + Q(x) = (3x4 + 5x2 – 6x + 7) + (8x5 – 7x4 – 3x2 + 9x + 2) =

= 8x5+(3 – 7) x4 + (5 – 3) x2 + (–6 + 9) x + (7 + 2) =

= 8x5 – 4x4 + 2 x2 + 3 x + 9

M(x) = 3x4 + 8x3 – 6x2 – 5x + 7

N(x) = –3x4 – 7x3 – 3x2 + 9x + 2   

M(x) + N(x) = (3x4 + 8x3 – 6x2 – 5x + 7) + (–3x4 – 7x3 – 3x2 + 9x + 2) =

= (3 – 3) x4 + (8 – 7) x3 + ( –6 – 3) x2 + (–5 + 9) x + (7 + 2) =

0 . x4 + x3 – 6 x2 + 4x + 9

9
4 ı

9
4 ı

0.25%

junio 01

+25 %

0.1%
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9. Da dos los  po li no mios 
P(x) = –5x8 + 6x7 – x5 + 8x3 – 9x2 + x – 3 

Q(x) = 5x8 + 2x7 – 6 x5 + x4 – 7x3 +

+ 12x2 – 4x + 11 

rea li cen las si guien tes ope ra cio nes:
a. P(x) + Q(x)

b. 2P(x) – 9Q(x)

10. De ter mi nen los va lo res de los nú me -
ros rea les a y b, ta les que 
P(x) + Q(x) = R(x), sien do:
a. P(x) = 2x3 – 3x2 + 6x – 1

Q(x) = ax3 – bx2 + (a + b) x – 2
R(x) = 4x3 – 5x2 + 5x – 3

b. P(x) = – x6 + 3x2 + x + 1 

Q(x) = ax5 – (a + b)x2 + bx – 2

R(x) = – x6 + 4x5 + x2 + x – 112
5

1 
2

2 
5

1 
2

2 
3

1 
4

Da do el po li no mio P(x) = an x
n + an – 1 x

n – 1 + … + a1x + a0

De fi ni mos el po li no mio opues to de P(x) co mo:
– P(x) = –an x

n – an – 1 x
n – 1 – … – a1x – a0

La res ta de dos fun cio nes po li nó mi cas P(x) y Q(x) es la su ma
en tre P(x) y el opues to de Q(x), o sea 

P(x) – Q(x) = P(x) + [ – Q(x)]

Por ejem plo:

P(x) = 3x4 + 5x2 – 6x + 7 

Q(x) = 8x5 – 7x4 – 3x2 + 9x + 2

P(x) – Q(x) = (3x4 + 5x2 – 6x + 7)– (8x5 – 7x4  – 3x2 + 9x + 2) = 

= 3x4 + 5x2 – 6x + 7– 8x5 + 7x4 + 3x2  – 9x – 2 = 

= –8x5 + (3 + 7) x4 + (5 + 3) x2 + (– 6 – 9) x + (7– 2) =

= –8x5 + 10 x4 + 8 x2 – 15 x + 7

Ana li zan do los ejem plos an te rio res, ob ser va mos que el gra do

de la su ma y de la res ta de dos po li no mios de pen de del grado

de éstos.

Conclusión

� Si dos po li no mios tie nen dis tin to gra do, en ton ces el gra do de

la su ma y el grado de la res ta coin ci den con el gra do ma yor.

� Si am bos tie nen el mis mo gra do, n, en ton ces: 

Si an + bn ≠ 0, en ton ces gr [P(x) + Q(x)] = n

Si an + bn = 0, en ton ces gr [P(x) + Q(x)] < n

Pro duc to de  po li no mios 

El  pro duc to de dos fun cio nes po li nó mi cas P(x) y Q(x) es la
fun ción po li nó mi ca R(x) tal que R(x) = P(x) . Q(x).
El pro duc to de dos po li no mios es un nue vo po li no mio que
se ob tie ne multiplicando cada término del primero por ca-
da uno de los términos del segundo, o sea, apli can do la pro -
pie dad dis tri bu ti va.

9
4 ı

¿Cómo se lee...? 
gr[P(x)] = grado de P(x)
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11. Da das las fun cio nes po li nó mi cas 
P(x) = –2 x4 + 4 x3 – 3x2 – 2x + 5 
Q(x) = x4 – 8 x3 – 2x2 + 3 
R(x) = 2 x4 – 3x3 + x2 – 2x + 7 
en cuen tren
a. W(x) = 5 P(x) . Q(x)

b. Z(x) = [Q(x)]2

c. M(x) = R(x) [P(x) + Q(x)]

12. Da dos los po li no mios de gra do 5 A(x),
B(x) y C(x), nin gu no de los cua les es op-
ues to al otro,  de ter mi nen los po si bles
gra dos de:
a. A(x) – B(x)

b. A(x) . B(x) + C(x)

c. [A(x) – B(x)] . C(x)

Por ejem plo,

P(x) = 3x4 + 8x3 – 6x2 – 5x + 7 

Q(x) = x5 + 7x3 – 3x2 + 9x + 2 

P(x) . Q(x) = (3x4 + 8x3 – 6x2 – 5x + 7) . (x5 + 7x3 – 3x2 + 9x + 2) 

Apli can do la pro pie dad dis tri bu ti va:

P(x) . Q(x) = 3x9 + 21x7 – 9x6 + 27 x5 + 6x4 + 8x8 + 56x6 – 

– 24x5 + 72x4 + 16x3 – 6x7 – 42x5 – 18x4 – 54x3 – 12x2 –5x6 –

– 35x4 + 15x3 – 45x2 – 10x + 7x5 + 49x3 – 21x2 + 63x + 14 = 

= 3x9 + 8x8 + 15x7 + 42x6 – 32x5 + 25x4 + 26x3 – 78x2 + 53x + 14 

P(x) = 8x2 + 2x – 3

Q(x) = 5                                                                          

P(x) . Q(x) = (8x2 + 2x – 3) . 5 =   40x2 + 10x – 15                                                               

Ob ser ve mos que al mul ti pli car dos po li no mios don de nin gu no

de ellos es el po li no mio nu lo, N(x) = 0, el coe fi cien te prin ci pal

que da for ma do por la mul ti pli ca ción de los coe fi cien tes prin ci -

pa les y el gra do es la su ma de los gra dos, da do que:

äxêõ:  xn . xm = xn + m

Con clu sión
El gra do del pro duc to de dos po li no mios no nu los es la su ma
de los gra dos de los po li nomios fac to res.
gr[P(x) . Q(x)] = gr[P(x)] + gr[Q(x)] 

Pro ble ma 4
Ma tías es ta ba di se ñan do un pro gra ma de com pu ta ción pa ra

cons truir ca jas con for ma de pris ma rec to de ba se rec tan gu lar.

Pa ra ello, de ci dió que las me di das de las aris tas de di cho pris -

ma sur gie ran co mo fun cio nes de una cier ta va ria ble x. Tu vo

pro ble mas con la com pu ta do ra y per dió par te de la in for ma -

ción. Só lo re cu pe ró las ex pre sio nes del vo lu men del pris ma y

de dos aris tas. ¿Có mo pue de ha cer pa ra ha llar la ex pre sión de

la ter ce ra aris ta si sa be que:

Vo lu men = V(x) = 80 x3 + 158x2 + 101 x + 21

Aris ta a = A(x) = 2x + 1

Aris ta b = B(x) = 5x + 3?

Pro ble ma 4

El vo lu men de es te pris ma se cal cu la a tra vés del pro duc to de

las ex pre sio nes de las tres aris tas. Si lla ma mos C(x) a la aris ta

cu ya fór mu la se per dió, po de mos plan tear lo si guien te:

V(x) = A(x) . B(x) . C(x) 

9
4 ı

9
4 ı
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13. En cuen tren, si exis ten, nú me ros 
rea les a y b ta les que P(x) . Q(x) = R(x), en
ca da ca so:
a. P(x) = x + 3

Q(x) = ax2 + 3x + 1
R(x) = 2x3 + 9x2 + bx + 3

b. P(x) = (a + 1) x3 – 3x
Q(x) = x2 + 1 
R(x) = 5 x5 + 2x3  – (2 – b) x

c. P(x) = a x4 + 3x, Q(x) = 2x + 3
R(x) = 4 x5 + 6 x4 + 8x2 + 9x

14. ¿Po de mos co no cer el gra do de un 
po li no mio P(x), sa bien do que: 
[P(x)]3 = x6 – 6x5 + 15x4 – 20x3 + 15x2 – 6x + 1?

15. En cuen tren el po li no mio P(x) del 
ejer ci cio an te rior.

Co mo A(x) . B(x) = (2x+1) . ( 5x+3) = 10x2 + 11x + 3; lue go, nues -

tro pro ble ma se re du ce a en con trar C(x) que ve ri fi que:

80 x3 + 158x2 + 101 x + 21 = (10x2 + 11x + 3 ) . C(x)   

Ana li ce mos pri me ro los gra dos. Sa be mos que: 

gr[V(x)] = 3 y gr[A(x) . B(x)] = 2

gr[V(x)] = gr[A(x) . B(x) . C(x)] = gr[A(x)] + gr[B(x)] + gr[C(x)] ı

ı 3 = 2 + gr[C(x)] ı gr[C(x)] = 1 ı C(x) = ax + b; lue go:

80x3 + 158x2 + 101x + 21 = (10x2 + 11x + 3 ) . (ax + b) =

= 10ax3 + 10bx2 + 11ax2 + 11b x + 3a x + 3b ı

co mo dos po li no mios son igua les si to dos sus coe fi cien tes 

son igua les:

80 = 10 a

158 = 10b + 11a

101 = 11b + 3a

21 = 3b 

lue go,             C(x) = 8x + 7

Lo que re sol vi mos fue una di vi sión exac ta de po li no mios. 

Ne ce si ta mos ana li zar, en ton ces, có mo se di vi den, en ge ne ral,

los po li no mios. Pa ra ello, re cor de mos qué ocu rre con los nú -

me ros en te ros.

Di vi dir un nú me ro en te ro a por otro nú me ro en te ro b es en con -

trar un nú me ro en te ro c tal que a = b . c; por ejem plo, si 

a = 10 y b = 5 en ton ces c = 2, da do que 5 . 2 = 10. Pe ro no so tros

sa be mos que ese nú me ro c no siem pre exis te. Por ejem plo, si 

a = 10 y b = 6, la di vi sión en te ra no es exac ta, si no que el co cien te

es 1 y el res to es 4. Po de mos es cri bir, en ton ces: 10 = 6 . 1 + 4. 

Es de cir, da dos dos nú me ros en te ros a y b, con b ≠ 0, exis ten

siem pre úni cos nú me ros c y r, ta les que: 

a = b . c + r ;  0 ≤ r < b

Al go si mi lar ocu rre con los po li no mios.

Co cien te de po li no mios 

Da dos dos po li no mios P(x) y Q(x), siem pre exis ten 
po li no mios C(x) y R(x) úni cos, lla ma dos co cien te y res to, 
res pec ti va men te, ta les que: 
P(x) = C(x) . Q(x) + R(x) con gr[R(X)] < gr[Q(x)] o R(x) = 0

10 6

4 1

1
5
6
5
2

ı   a = 8 y b = 7; lue go,
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¿Sa bían que...?
El al go rit mo, una téc ni ca sis te má ti ca 
pa ra so lu cio nar un pro ble ma, fue uti li za do
por pri me ra vez por Gott fried Wil helm
Leib niz (1646-1716).
És te es un mé to do de re so lu ción de pro -
ble mas com pli ca dos me dian te el uso re -
pe ti do de otro mé to do de cál cu lo más
sen ci llo. Un ejem plo de es to es el cál cu lo
de la di vi sión lar ga en nú me ros en te ros o
en po li no mios.
En la ac tua li dad, el tér mi no “al go rit mo”
se apli ca a mu chos de los mé to dos de re -
sol ver pro ble mas que em pleen una se -
cuen cia me cá ni ca de pa sos, co mo el di se -
ño de un pro gra ma de com pu ta do ra. Al
igual que los al go rit mos usa dos en arit -
mé ti ca, los al go rit mos pa ra com pu ta do -
ras pue den ser des de muy sen ci llos has ta
bas tan te com ple jos.
En to dos los ca sos, la ta rea que el al go rit -
mo ha de rea li zar de be ser de fi ni ble. Es ta
de fi ni ción pue de in cluir tér mi nos ma te -
má ti cos o ló gi cos, o una com pi la ción de
da tos o ins truc cio nes es cri tas. Es to quie re
de cir que un al go rit mo de be ser pro gra -
ma ble, in clu so si al fi nal se com prue ba
que el pro ble ma no tie ne so lu ción.
En la ac tua li dad, exis ten mu chos al go rit -
mos pa ra di ver sas apli ca cio nes y al gu nos
sis te mas avan za dos, co mo los al go rit mos
de in te li gen cia ar ti fi cial, que lle ga rán a ser
co rrien tes en el fu tu ro.

Con si de re mos un ejem plo:

Sean P(x) = 3x4 – 5x3 + 2x2 – 3x + 9   y   Q(x) = 2x2 + 6x + 8,

ne ce si ta mos en con trar po li no mios C(x) y R(x) ta les que:

P(x) = Q(x) . C(x) + R(x); con gr[R(x)] < gr[Q(x)] o R(x) = 0

Co mo gr[R(x)] < gr[Q(x)] ı gr[R(x)] ≤ 1 ı R(x) = mx + n.

Ade más:

gr[P(x)] = gr[Q(x) . C(x) + R(x)] ı co mo  gr[R(x)] < gr[Q(x)] 

gr[P(x)] = gr[Q(x) . C(x)] = gr[Q(x)] + gr[C(x)] ı 

4 = 2 + gr[C(x)] ı gr[C(x)] = 2 ı C(x) = ax2 + bx + c 

P(x) = Q(x) . C(x) + R(x)  ı

3x4 – 5x3 + 2x2 – 3x + 9 = (2x2 + 6x + 8) (ax2 + bx + c) + (mx + n)

Ope ran do, ob te ne mos:

3x4 – 5x3 + 2x2 – 3x + 9  = 

2ax4 + (2b + 6a) x3 + (8a + 2c + 6b) x2 + (8b + 6c + m) x + (8c + n)

y co mo los po li no mios de ben ser igua les:

2a = 3 ı a = 

2b + 6a = –5 ı b = –7            

8a + 2c + 6b = 2 ı c = 16

8b + 6c + m  = –3 ı m = –43

8c + n = 9 ı n = –119         

Vea mos otra ma ne ra de es cri bir la ope ra ción:

Al go rit mo de di vi sión

1º: di vi dimos 3x4 por 2x2;

2º: mul ti pli camos x2 por 2x2 + 6x + 8;

3º: res tamos 3x4 – 5x3 + 2x2 – 3x + 9 con el re sul ta do del pa so 2;

4º: co men zamos de nue vo con el po li no mio ob te ni do en el pa -

so 3 y así seguimos has ta ob te ner un po li no mio de gra do 

me nor que gr[Q(x)]. 

3 
2

3 
2

3
5 
7
5 
4

9
4

ı  C(x) = x2 – 7x + 163 
2

ı  R(x) = –43x – 119

3x4 – 5x3 + 2x2 – 3x + 9 2x2 + 6x + 8
–

3x4 + 9x3 + 12x2 x2 – 7x + 16

–14x3 – 10x2 – 3x+ 9
–

–14x3 – 42x2 – 56x

32x3 + 53x + 9
–

32x3 + 96x + 128

– 43x – 119

3 
2

COCIENTE

RESTO
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16. Encuentren un polinomio P(x) 
sabiendo que el cociente de dividir P(x)
por Q(x) = 2x3 + x2 + 2x – 5 es 
C(x) = –2x2 + 5x – 3 y el resto, 
R(x) = 2x – 5.

17. Encuentren el cociente y el resto de
dividir P(x) por Q(x) en cada caso:
a. P(x) = x6 – 3x2 + 1

Q(x) = x4 + 2x

b. P(x) = x4 – 16
Q(x) = x4 – 2

18. Hallen el resto de dividir:
a. P(x) = 9x8 – 3x6 + 4x3 – 3 por 
Q(x) = x + 3

b. P(x) = –3x8 – 8x7 + 4x – 5 por 
Q(x) = x – 5

De ci mos que P(x) es di vi si ble por Q(x) si el res to, R(x), de la
di vi sión de P(x) por Q(x) es 0.

Aho ra su pon ga mos que Q(x) = x – a  y  P(x) es un po li no mio

cual quie ra. Por el re sul ta do an te rior, sa be mos que exis ten C(x)

y R(x) ta les que:

P(x) = C(x) . Q(x) + R(x), con gr[R(x)] < gr[Q(x)] = 1,

o sea,  gr[R(x)] = 0 o R(x) = 0. En ton ces, como R(x) es un nú me -

ro, podemos llamarlo so la men te R.

Te ne mos que P(x) = C(x) . (x – a) + R, ä nú me ro real x. En par ti -

cu lar, si x = a ı P(a) = C(a) . (a – a) + R = R;  lue go,  P(a) = R.

Teo re ma del res to
El res to de di vi dir un po li no mio P(x) por un po li no mio de la
for ma  (x – a) es P(a).

Si, ade más, a es un ce ro (o raíz) del po li no mio, en ton ces 

P(a) = 0, con lo cual el res to de di vi dir P(x) por (x – a) es 0.

Con clu sión
P(x) es di vi si ble por (x – a) si y sólo si P(a) = 0, o sea, a es raíz
de P(x).

Volvamos al problema 2 de la pág. 14.

Necesitamos resolver 50x3 + 375x2 + 280x + 100 = 5665, pe ro

ve mos que es lo mis mo que re sol ver la ecua ción:

50x3 + 375x2 + 280x + 100 – 5665 = 0

O sea, ha llar las raí ces de la fun ción po li nó mi ca

P(x) = 50x3 + 375x2 + 280x + 100 – 5665.

Nos pro pon dre mos, en ton ces, en con trar un método para hallar

las raí ces de po li no mios de gra do ma yor que 2 (da do que pa ra

los de gra do 2 ya sa be mos cómo hacerlo).

Por ejemplo, de P(x) = x3 – 5x2 + 6x.

Co mo es te po li no mio tie ne tér mi no in de pen dien te ce ro,

sacamos fac tor co mún x y ob te ne mos: 

P(x) = x (x2 – 5x + 6) 

Pa ra en con trar las raí ces de be mos re sol ver: P(x) = 0 ı 

ı x (x2 – 5x + 6) = 0 ı x = 0 ó x2 – 5x + 6 = 0 ı 

ı x = 0 ó x = 2 ó x = 3 (usan do la fór mu la re sol ven te de las e-

cua cio nes cua drá ti cas) son las raí ces del po li no mio y, ade más,

uti li zan do la for ma fac to rea da de la fun ción cua drá ti ca,

podemos escribir: x2 – 5x + 6 = (x – 2) (x – 3). 

En ton ces: P(x) = x (x – 2) (x – 3), que es la for ma fac to rea da de

es te po li no mio.
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P(x) = 2x3 + 4x2 – 2x – 4 æ P(–1) = 2(–1)3 + 4(–1)2 – 2(–1) – 4 = 0  ı

ı –1 es raíz de P(x), con lo cual P(x) es di vi si ble por 

[x – (–1)] = (x + 1). En con tre mos el co cien te de di cha di vi sión:

æ P(x) = (x + 1) . (2x2 + 2x – 4) 

Pe ro, en ton ces, la ecua ción P(x) = 0 se trans for ma en 

(x + 1) . (2x2 + 2x – 4) = 0 ı (x + 1) = 0 ó (2x2 + 2x – 4) = 0 ı

ı x = –1 ó (2x2 + 2x – 4) = 0 ı (uti li zan do la fór mu la re sol ven te)

ı x = 1 ó x = –2. Ade más, 2x2 + 2x – 4 = 2 (x – 1) [ x – (–2)] ı

ı P(x) = 2 (x + 1) (x – 1) [ x – (–2)].

Lo gra mos así ha llar las raí ces de la fun ción po li nó mi ca y es cri -

bir la de for ma fac to rea da.

Como es tan útil po der di vi dir po li no mios de cual quier gra do

por un po li no mio de la for ma (x – a), existe la si guien te re gla:

Re gla de Ruf fi ni

La re gla de Ruf fi ni es un mé to do sen ci llo para di vi dir un po -
li no mio cual quie ra por un po li no mio mó ni co de gra do 1, o
sea, por un po li no mio de la for ma (x – a). 

Ana li ce mos aho ra la si guien te función po li nó mi ca:

P(x) = 3x4 – 12x3 + 9x2 + 12x – 12

Para en con trar una raíz, calculamos P(1):

P(1) = 3 . 14 – 12 . 13 + 9 . 12 + 12 – 12 = 0 ı 1 es raíz de P(x), con

lo cual P(x) es di vi si ble por (x – 1). Uti li zan do la re gla de Ruf fi ni,

ob te ne mos que P(x) = (x – 1) . (3x3 – 9x2 + 12) y si lla ma mos 

¿Sa bían que...?
Pao lo Ruf fi ni na ció el 22 de sep tiem bre de
1765 en Ita lia y mu rió el 10 de ma yo de
1822. Su pa dre, Ba si lio Ruf fi ni, era mé di co
en Va len ta no. Cuan do Pao lo era un ado -
les cen te, la fa mi lia se mu dó a Mó de na, al
nor te de Ita lia. Allí, en tró en la uni ver si -
dad, en 1783, don de es tu dió Ma te má ti ca,
Me di ci na, Fi lo so fía y Li te ra tu ra. El 9 de ju -
nio de 1788, Ruf fi ni se gra duó en Fi lo so fía,
Me di ci na y Ci ru gía; más tar de, en Ma te -
má ti ca. El 15 de oc tu bre de 1788, fue de -
sig na do pro fe sor de aná li sis, pe ro no só lo
se de di có a es ta ta rea, si no que si guió ejer -
cien do la me di ci na. 
A cau sa de las gue rras, le exi gie ron un ju ra -
men to de leal tad a la re pú bli ca, que él no
qui so ha cer por su re li gión. Per dió así su tí -
tu lo de pro fe sor y en ton ces se de di có so la -
men te a la me di ci na y a su tra ba jo más
ori gi nal: pro bar que la ecua ción de gra do 5
no se pue de re sol ver con ra di ca les.  Es to
sig ni fi ca ba en con trar una fór mu la pa ra las
raí ces en tér mi nos de los coe fi cien tes, que
im pli ca ra so la men te las ope ra cio nes de
adi ción, sus trac ción, mul ti pli ca ción y di vi -
sión (Ruf fi ni que ría en con trar una fór mu la
co mo la uti li za da pa ra re sol ver ecua cio nes
cua drá ti cas). En 1799 pu bli có un li bro don -
de plan teó la teo ría ge ne ral de ecua cio nes,
en el cual mos tró que la so lu ción al ge brai -
ca de la ecua ción ge ne ral de gra do ma yor
que 4 es im po si ble. 

2x3 + 4x2 – 2x – 4 x + 1
–

2x3 + 2x2 2x2 + 2x – 4

2x2  – 2x – 4
–

2x2 + 2x

– 4x – 4
–      

– 4x – 4

0

RESTO

X

2        4        –2        –4

+ + +

a

–1 –2 –2 4

2 2 –4 0

X
X

�Ubi ca mos los coe fi cien tes de P(x).
� Ba ja mos el pri mer coe fi cien te.
� Mul ti pli ca mos el pri mer coe fi -
cien te por a, lo co lo ca mos ba jo el
se gun do y su ma mos.
� Re pe ti mos el pa so an te rior con
los si guien tes coe fi cien tes has ta
ter mi nar. El úl ti mo nú me ro ob te -
ni do es el res to.
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Al go más...
En al gu nos po li no mios es pe cia les, es po -
si ble en con trar su for ma fac to rea da uti li -
zan do otros ca mi nos más cor tos. Pa ra 
ello, vea mos al gu nos de és tos:

Fac tor co mún
Si el po li no mio tie ne tér mi no in de pen -
dien te ce ro, en ton ces P(0) = 0; lue go, 0
es raíz del po li no mio y to dos los tér mi -
nos tie nen x, con lo cual, sa can do fac tor
co mún x, po de mos es cri bir: 
P(x) = x . Q(x) con Q(x) de un gra do me -
nos que P(x) y pa ra bus car el res to de las
raí ces de P(x) bus ca mos las raí ces de Q(x). 
Por ejem plo:
x4 – 3x2 + 2x = x (x3 – 3x+ 2)

Tri no mio cua dra do per fec to
(a + b)2 = (a + b) . (a + b) = 
= a2 + ab + ba + b2 = a2 + 2ab + b2

Aná lo ga men te:
(a – b)2 = (a – b) . (a – b) = 
= a2 – ab – ba + b2 = a2 – 2ab + b2

Por es to, po de mos fac to rear las 
ex pre sio nes:
a2 + 2ab + b2 = (a + b)2

a2 – 2ab + b2 = (a – b)2

Por ejem plo:
P(x) = 9x2 – 6x + 1 = (3x)2 – 2 . 3x + 1 = 
= (3x – 1)2

Di fe ren cia de cua dra dos
(a – b) . (a + b) = a2 – ab + ab – b2 = 
= a2 – b2

Por es to, po de mos fac to rear la
ex pre sión:
a2 – b2 = (a – b) . (a + b)
Por ejem plo:
x4 – 16 = ( (x2)2 – 42) = (x2 – 4) . (x2 + 4) =
(x2 – 22) . (x2 + 4) = (x – 2) . (x + 2) . (x2 +4)

Q1 (x) = 3x3 – 9x2 + 12, y bus ca mos una raíz de Q1(x), ve mos que

como Q1(2) = 3x3 – 9x2 + 12 = 3 . 23 – 9 . 22 + 12 = 0 ı 2 es raíz.

Luego, con la re gla de Ruf fi ni: Q1(x) = (x – 2) (3 . x2 – 3x – 6).

Lla man do Q2(x) = 3x2 – 3x – 6 = 3 (x +1) . (x – 2) 

æ P(x) = 3(x – 1) (x – 2) (x + 1) (x – 2) = 3(x – 1) (x – 2)2  (x + 1)

Con to do es to ob ser va mos que si te ne mos un po li no mio P(x)

de gra do n y en con tra mos una raíz x1, lo gra mos es cri bir lo de la

for ma P(x) = (x – x1 ) . Q(x) y gr[Q(x)] = n – 1. Las raí ces de Q(x)

se rán tam bién raí ces de P(x); de be mos, en ton ces, cal cu lar las

raí ces de Q(x) con un pro ce di mien to si mi lar al de P(x) pe ro

para un gra do me nos. Si en al gún mo men to ob te ne mos un po -

li no mio de gra do 2, po dre mos uti li zar la fór mu la re sol ven te.

Con clu sión
Un po li no mio de gra do n tie ne a lo su mo n raí ces rea les.

La raíz a de P(x) es raíz de mul ti pli ci dad m si po de mos es cri -
bir a P(x) de la for ma P(x) = (x – a)m  .  Q(x), don de Q(x) es un
po li no mio con Q(a) ≠ 0.

Por ejem plo:

P(x) = 3x4 – 12x3 + 9x2 + 12x – 12 

Como P(x) = 3(x – 1) (x – 2) (x + 1) (x – 2) = 3(x – 1) (x – 2)2  (x + 1)

1 y –1 son raíces de P(x), de multiplicidad 1 (raíces simples)  y 2

es una raíz de mul ti pli ci dad 2 (raíz do ble).

De ci mos que un po li no mio es tá es cri to en for ma fac to rea -
da si lo es cri bi mos co mo pro duc to de po li no mios de gra do

1 o de gra do 2, sin raí ces rea les.

Por ejem plo:

P(x) = 3x4 – 12x3 + 9x2 + 12x – 12 en for ma fac to rea da se es cri -

be co mo P(x) = 3(x – 1) (x – 2)2 (x + 1).

Aho ra bien, una vez que en con tra mos una raíz, uti li zan do la

re gla de Ruf fi ni va mos bus can do raí ces de po li no mios de gra -

do me nor. ¿Có mo en con trar la pri me ra raíz?

La men ta ble men te, pa ra en con trar raí ces de po li no mios de gra -

do ma yor o igual a 3 no hay fór mu las, co mo pa ra los po li no -

mios de gra do 2, y no po de mos des pe jar. En ton ces, lo que de -

be mos ha cer es “tan tear” una raíz.

Tan tear sig ni fi ca ir pro ban do a ma no pa ra en con trar al gu na

raíz. Los ma te má ti cos bus caron for mas de tan tear menos en-

gorrosas, o sea, sa ber qué va lo res pro bar pa ra ver si son raíces.
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19. En cuen tren el co cien te y el res to de
di vi dir P(x) = 5x3 – 3x2 + 2x – 1 por 
Q1(x) = x + 5 y por Q2(x) = x – 6.

20. En cuen tren las so lu cio nes ra cio na les
de las si guien tes ecua cio nes:
a. x3 – x2 + 2 = 4x – x3

b. x4 + x3 = 3x2 + 4x + 4

c. 60x3 – 67x2 + 21x – 2 = 0

¿Sa bían que...?
Un le ma es una pro po si ción que es pre ci so
de mos trar an tes de es ta ble cer un teo re ma.

Gauss pro pu so el si guien te ra zo na mien to:

Sea P(x) = an xn + an – 1 x
n – 1 + … + a1x + a0 un po li no mio con to dos

los coe fi cien tes en te ros, y sea una raíz ra cio nal de P(x) es cri -

ta en for ma irre du ci ble (p, q ê )

ı 0 = P = an

n

+ an – 1 

n – 1

+ … + a1 + a0 =  

an pn + an – 1 pn – 1 q + an – 2 p
n – 2 q2 + … + a1 p qn – 1 + a0  q

n

ı an pn + an – 1 pn – 1 q + an – 2 p
n – 2 q2 + … + a1 p qn – 1 + a0  q

n = 0 ı

si di vi di mos to do por p ob te ne mos: 

an pn + an – 1 pn – 1 q + an – 2 p
n – 2 q2 + … + a1 p qn – 1 + a0  q

n

ı an pn – 1 + an – 1 pn – 2 q + an – 2 p
n – 3 q2 + … + a1 qn – 1 + = 0 ı

ı = – (an pn – 1 + an – 1 pn – 2 q + an – 2 p
n – 3 q2 + … + a1 qn – 1 ) ê ı

p de be di vi dir a a0 q
n, pe ro como p y q no tie nen di vi so res co mu -

nes pues la frac ción es irre du ci ble, p debe ser di vi sor de a0 .

Con un ra zo na mien to aná lo go, lle ga mos a la con clu sión de que

q de be di vi dir a an .

Le ma de Gauss

Sea P(x) un po li no mio de gra do n con to dos sus coe fi cien tes

en te ros. Si el nú me ro ra cio nal , es cri to de ma ne ra irre du -

ci ble, es raíz de P(x); en ton ces, p di vi de al tér mi no in de pen -

dien te y q di vi de al coe fi cien te prin ci pal.

Por ejem plo:

Ha lle mos una raíz ra cio nal del po li no mio

P(x) = 3x3 – 2x2 – 6x + 4

Pa ra ello, vea mos que:

a0 = 4; lue go, sus di vi so res son: 4; –4; 2; –2; 1; –1

an = 3; lue go, sus di vi so res son: 3; –3; 1; –1

Los po si bles  son, en ton ces: 

;  – ; 4; –4; ; – ; 2; –2; ; – ; 1; –1
1 
3

1 
3

2 
3

2
3

4 
3

4 
3

a0 qn

p

p 
q

Z

Z

Z

Z

Z

Z

p 
q

p 
q

p 
q

º
‚

p 
q

ª
·

º
‚

p 
q

ª
·

º
‚

p 
q

ª
·

a0 qn

p

qn

p

ı=

= = 0 ı
0 
p
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Lue go, de be mos pro bar con ellos:

P = – ; P – = ; P ( 4 ) = 140; P ( –4 ) = –196; P = 0

Lo gra mos así en con trar una raíz ra cio nal del po li no mio P(x), 

x1  = . Pa ra ha llar las otras raí ces, po de mos di vi dir P(x) por x –

uti li zan do la re gla de Ruf fi ni, y ob te ne mos: 

P(x) = x – . (3x2 – 6) 

Las raí ces de Q(x) = 3x2 – 6, x2 = ◊2  y  x3 = –◊2  son las otras raí -

ces de P(x).

Te ne mos aho ra un mé to do pa ra re sol ver la ecua ción del pro -

ble ma 2 y ave ri guar las di men sio nes má xi mas de la pi le ta:

50x3 + 375x2 + 280x + 100 = 5665

50x3 + 375x2 + 280x + 100 – 5665 = 0

50x3 + 375x2 + 280x – 5565 = 0

Tan tean do, ob te ne mos que una so lu ción es 3, da do que 

50 . 33 + 375 . 32 + 280 . 3 – 5565 = 0; lue go, pa ra ha llar los

otros va lo res con la re gla de Ruf fi ni ob te ne mos: 

50x3 + 375x2 + 280x – 5565 = (x – 3) . (50x2 + 525x + 1855) 

Co mo la ecua ción cua drá ti ca no tie ne so lu cio nes rea les, x = 3

es la úni ca so lu ción de la ecua ción ori gi nal.

La respuesta al problema 2 de la página 12, entonces, es que

Clau dia puede cons truir una pi le ta de 3 m de an cho.

Pro ble ma 5

En un la bo ra to rio co men za ron a las 6 A. M. a me dir la 

tem pe ra tu ra, en gra dos, de una sus tan cia du ran te cier to día, y

ob tu vie ron la fór mu la f(t) = 0,01 t3 – 0.36 t2 + 2,88 t, don de t es

el tiem po me di do en ho ras des de el ini cio de la me di ción.

a. ¿A qué ho ra la tem pe ra tu ra era so bre ce ro?

b. ¿A qué ho ra la tem pe ra tu ra era ba jo ce ro?

c. ¿En al gún mo men to la tem pe ra tu ra fue de 6º?

2 
3

2 
3

2 
3

2 
3

4 
3

4 
9

4 
3

4 
3

º
‚

ª
·

ª
·

ª
·

ª
·

º
‚

º
‚

º
‚

º
‚

ª
·

21. En cuen tren la for ma fac to rea da de
los si guien tes po li no mios:
a. F(x) = –24x3 – 8x2 + 6x + 2

b. R(x) = 81x4 – 16

c. T(x) = –3x5 – 2x4 – 11x3 – 8x2 + 4x

22. Hallen un po li no mio de gra do 4 

que ten ga a co mo raíz de mul ti pli ci -

dad 4 y cu ya or de na da al ori gen sea 5 .

Gra fí quen lo.

1 
4

3        – 2        – 6        4

+ + +

2 0 – 4

3 0 – 6 0

2 
3
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Pro ble ma 5

Pa ra sa ber a qué ho ra la tem pe ra tu ra era so bre ce ro, de be mos

re sol ver una ine cua ción: 0,01 t3 – 0 . 36 t2  + 2,88 t > 0, pa ra ello

fac to ri ce mos el po li no mio:

0,01 t3 – 0,36 t2  + 2,88 t = 0,01 t (t – 12) (t – 24) > 0

Gra fi que mos la fun ción 

f(x) = 0,01 t3 – 0,36 t2 + 2,88 t = 0,01 t (t – 12) (t – 24)

Sus raí ces son 0, 12 y 24; su or de na da al ori gen, 0.

Si ana li za mos el grá fi co, po de mos ver que la tem pe ra tu ra fue

so bre ce ro en tre las 0 y las 12 horas de co men za da la me di ción,

o sea en tre las 6 y las 18 horas; y que fue ba jo ce ro en tre las 12

y las 24 horas de ini cia da la me di ción, o sea, en tre las 18 hs. y

las 6 hs. del día si guien te.

Po de mos ver, ade más, que a las 6 horas de me di ción la tem pe -

ra tu ra fue f(6) = 0,01 . 63 – 0,36 . 62 + 2,88 . 6 = 6,48, y a las 7

horas de me di ción,  f(7) = 0,01 . 73 – 0,36 . 72 + 2,88 . 7 = 5,95.

Lue go, co mo la grá fi ca es de tra zo con ti nuo, de be ha ber un va -

lor de t tal que f(t) = 6.

Teo re ma del va lor me dio de Cauchy 
Si una fun ción f es de tra zo con ti nuo en un in ter va lo [a, b] 

y f(a) ≠ f(b), en ton ces pa ra to do k que es té en tre f(a) y f(b)

exis te por lo me nos un va lor x ê [a, b] tal que f(x) = k. 

En otras pa la bras, f to ma to dos los va lo res en tre f(a) y f(b).

En par ti cu lar, si f(a) < 0 y f(b) > 0, en ton ces 0 es tá en tre f(a) y

f(b); lue go, exis te un  x ê [a, b] tal que f(x) = 0.

Teo re ma de Bol za no-Weiers trass 

Si una fun ción f(x) es de tra zo con ti nuo en un in ter va lo I y

exis ten a ê I, b ê I /f(a) < 0 y f(b) > 0, en ton ces exis te, por lo

me nos, un c ê I / f(c) = 0. 

Su pon ga mos aho ra que x1 y x2 son dos raí ces con se cu ti vas de

una fun ción de tra zo con ti nuo f(x), y que a y b son dos va lo res

en tre x1 y x2 ta les que f(a) < 0 y f(b) > 0; por el teo re ma an te rior,

Al go más...
¿Qué sig ni fi ca que una fun ción sea de
tra zo con ti nuo en un in ter va lo?

En el Li bro 5, ana li za re mos qué sig ni fi -
ca que una fun ción sea con ti nua en un
pun to y, por lo tan to, en un in ter va lo.
Co lo quial men te, po de mos de cir que 
una fun ción es de tra zo con ti nuo en un
in ter va lo (a, b) cuan do pa ra di bu jar la no
te ne mos que le van tar el lá piz. Vea mos
al gu nos ejem plos:

És ta es una fun ción con ti nua en el 
in ter va lo (a, b).

És ta no es una fun ción con ti nua  en el in -
ter va lo (a, b) pues no es con ti nua en x = c.

10

20 30 4010-20 -10

-10

y

x

bca x

y

ba x

y

bca x

y

ba x

y
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–2 –1 1

23. Da das las si guien tes fun cio nes, ha -
llen: do mi nio, in ter sec ción con los ejes,
in ter va los de po si ti vi dad y de ne ga ti vi -
dad, y grá fi co apro xi ma do:
a. F(x) = x3 – 8

b. Z(x) = (x3 – ) (– x2 – x + 2)

c. H(x) = (3x – 2) (4x +1) (x – 5)

9 
4

–1 1 2

5

105-10 -5

-5

y

x

(cantidad
de niños)

de be ría exis tir un va lor c en tre a y b tal que f(c) = 0, o sea, c se -

ría una raíz de la fun ción. Esto no puede ocurrir porque c es tá

en tre x1 y x2, que eran dos raí ces con se cu ti vas; lue go, f(a) y f(b)

de ben ser del mis mo sig no, o sea:

Co ro la rio del teo re ma de Bol za no-Weiers trass 
En tre dos raí ces con se cu ti vas de una fun ción de tra zo 
con ti nuo, la fun ción no cam bia de sig no. O es po si ti va 
o es ne ga ti va.

Ana li ce mos las grá fi cas de cier tas fun cio nes po li nó mi cas:

P(x) =  2x3 + 4x2 – 2x – 4  = 2 (x + 1) (x – 1) ( x + 2)     5

Co mo ve mos, las raí ces son –1, 1 y –2, y la or de na da al ori gen es

P(0) = –4. Ana li ce mos el con jun to de po si ti vi dad y de ne ga ti vi -

dad de P(x). Por el co ro la rio del Teo re ma de Bol za no-Weiers trass,

co mo es de tra zo con ti nuo, só lo pue de cam biar de sig no en las

raí ces, con lo cual pa ra sa ber el sig no en tre dos raí ces bas ta

ver lo en un pun to, o sea:

P(–4) = –60 P(–1, 1) = 0,378 P(0) = –4 P(2) = 24

Lue go C– = (–ˇ, –2) U (–1, 1) y C+ = (–2, –1) U (1, +ˇ) y su grá fi -

ca apro xi ma da es:

P(x) = 3x4 – 12x3 + 9x2 + 12x – 12 =  3(x – 1) (x – 2)2 (x + 1)     6

Las raí ces son 1, –1 y 2 (dos ve ces), y la or de na da al ori gen es

P(0) = –12.

Ana li ce mos el con jun to de po si ti vi dad y de ne ga ti vi dad de P(x)

en los dis tin tos in ter va los que que dan for ma dos en tre las raí ces:

P(–4) = 1620 P(0) = –12 P(1,5) = 0,9375 P(4) = 180

5  Ver forma factoreada, página 24.

6  Ver forma factoreada, página 25.
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Lue go C – = (–1, 1) y C + = (–ˇ, –1) U (1, 2) U (2, +ˇ), y su grá fi ca

apro xi ma da es:

Ana li zan do las dos grá fi cas an te rio res, ve mos que aunque és ta

pue de cam biar de sig no só lo en las raí ces, no cam bia si la raíz

tie ne mul ti pli ci dad par.

Con clu sión
Si una raíz es de mul ti pli ci dad par, la grá fi ca de la fun ción po li -
nó mi ca lle ga allí, ro za y si gue pa ra el mis mo la do. Si una raíz es
de mul ti pli ci dad im par, la grá fi ca cru za allí el eje.

Pro ble ma 6
Tracen la grá fi ca y hallen la fór mu la de una fun ción po li nó-

mi ca de gra do 11 cu yas úni cas raí ces sean –2, 1 y 2, cu ya or de -

na da al ori gen sea –4 y cuyo con jun to de po si ti vi dad sea 

C+ = (1, 2) U (2, +ˇ).

Pro ble ma 6

Una posible grá fi ca es la siguiente:

Ve mos en ton ces que en las raí ces  –2 y 2 no cor ta al eje; lue go,

de ben ser de mul ti pli ci dad par; en cam bio, en la raíz 1 cam bia de

sig no, o sea, su mul ti pli ci dad de be ser im par.

Su fórmula será: P(x) = a (x +2)n (x – 1)m (x – 2)r con 

n + m + r = 11, n y r pa res y m im par. Por ejem plo:

P(x) = a (x + 2)2 (x – 1)3 (x – 2)6 y co mo P(0) = –4 en ton ces 

–4 = a (0 + 2)2 (0 – 1)3 (0 – 2)6 = a (–256) æ a =

P(x) = (x + 2)2 (x – 1)3 (x – 2)61 
64

1 
64

24. a. En cuen tren la fór mu la de una fun -
ción po li nó mi ca cu yo gra do sea 9 y sus
úni cas raí ces sean 2, –3 y 4.

b. ¿Exis te una úni ca fun ción que ve ri fi ca
lo an te rior?

25. Da da la fun ción po li nó mi ca 
f(x) = x3 + x2 + x + 2, ¿po de mos afir mar
que exis te un va lor de x tal que
f(x) = 2,8? Ex pli quen por qué.

26. En cuen tren la fór mu la de una fun -
ción de gra do mí ni mo cu ya grá fi ca sea:
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