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Como leer este libro

MATEMATICA | LIBRO 2

Funciones 2

Problemas Posible resolucion

Al comenzar cada capitulo, y Se presenta un posible camino

para introducir los contenidos, para resolver cada uno de los

se presentan uno o mds pro - problemas propuestos. Permite

blemas para resolver y discutir confrontar diferentes procedi-

en grupos, que se identifican mientos y verificar las solucio-

con el icono© . nes obtenidas. Se identifica con
el icono®.

Se presentan comentarios y
aclaraciones sobre los temas
desarrollados.
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Textos recuadrados

Se presentan biografias, resefias  Aqui se incluyen definiciones

histdricas y datos de interés que  para que puedan ser localiza -

enriquecen los contenidos. das rdpidamente cuando se ne -
cesita consultarlas.

Funcién de propercionalidad inversa

La fumcidn gue resuebve el problema 1 es de | forma
1

] = ; , donde k e una constants cualquera

= funchdin de proporcionalidad inversa a ka funcide
e R comtante yh s O

, que es abauide

Actividades

Se proponen actividades que
sirven para verificar la compren-
sion de los contenidos aborda-
dos y la aplicacion de éstos en
distintas situaciones.

Algs i

¢Como se lee...?

Se ofrece el significado de los
simbolos utilizados en la pdgina.



Guia de ejercitacion Guia de autoevaluacion

Incluye actividades orientadas Contiene actividades que pue-
a poner en juego todos los con - den ser resueltas al finalizar el
ceptos y procedimientos desa- capitulo para autoevaluar lo
rrollados a lo largo del capitulo. aprendido.

Se incluyen las respuestas al fi-
nal del libro.
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MATEMATICA | LIBRO 2
Funciones 2

1 Funcionesy
ecuaciones polindmicas

Muchas veces los cientificos buscan expresiones
matemadticas que les permitan vincular las
variables que estdn estudiando y, de esta manera,
encontrar resultados sin necesidad de realizar la
experiencia. Por ejemplo, el volumen de un cubo
se representa como V(x) = x*. Las funciones
polinomicas son una buena herramienta para
encontrar ese tipo de expresiones utilizando

solo las operaciones matematicas bdsicas: suma

y multiplicacion, lo cual facilita la operatoria.




FUNCIONES Y ECUACIONES POLINOMICAS

Registren en sus carpetas los distintos
caminos que intentaron para resolver un
problema y los motivos por los cuales
los descartaron. Esto les servira a la hora
de estudiar.

¢Sabian que...?

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass nacié el
31 de octubre de 1815 en Ostenfelde, Ba-
viera (ahora Alemania), y murié el 19 de
febrero de 1897 en Berlin, Alemania. Es co -
nocido por su construccion de la teoria de
funciones complejas por medio de series
de potencias (sumas de infinitos mono-
mios). Era un simple profesor hasta que
publicé un documento sobre funciones a-
belianas en el diario de Crelle. Asi, obtuvo
reconocimiento académico, y en 1856 lo
designaron en la Universidad de Berlin.
Sus conferencias de Matematica atrajeron
a estudiantes de todo el mundo. En Berlin,
Weierstrass dio una introduccion al anali-
sis, donde abordé sus funciones por pri-
mera vez. Estudié funciones enteras, las
funciones definidas por los productos infi-
nitos, y demas. Sus resultados cambiaron
el futuro de la Matematica.

Funciones 2

O Problema 1

Una empresa necesita envasar un producto en recipientes de
lata cilindricos, de manera tal que el diametro de la base sea la
mitad de la altura.

a. ;Con qué dimensiones construyen
la lata si ésta debe tener una
capacidad de 350 cm*?

b. Encuentren una férmula que

les permita calcular el

volumen de la lata en funcion

de la altura.

O Problema 2

Claudia se compr6 un terreno en un country y quiere instalar
alli una pileta de natacion rectangular. El arquitecto le dijo que
para que el disefo sea armonioso, su pileta debe tener el doble
de largo que de ancho, y los entendidos opinan que la profun-
didad debe ser la mitad del ancho. Para hacer un presupuesto,
averigua que el material para las paredes y el piso cuesta $75
el m* la soldadura para las juntas, $40 el m; la excavacion y co-
locacidén, $50 el m3y el traslado de materiales, $100.

a. ;Cuanto le costara a Claudia una pileta de 5 m de ancho?

b. ;Si Claudia dispone de $10000, ;puede construir una pileta
de 8 m de largo?

c. ;Cuales son las dimensiones de la pileta mas grande que pue-
de construir con $5665?




O Problemal

En primer lugar, debemos pensar en encontrar una relacion
entre las dimensiones de las latas y su volumen. Sabemos que
el volumen de un cilindro se calcula con la férmula V = it r’h,
donde r es el radio de la base del cilindro y h su altura; luego,
350 = 1t r*h. Pero

r=ld=l (lh) = lll h; luego,

2 2 \2
h)? T 3
350.16 /5600
h=3 =3/ ———
Tt Tt

Con lo cual, si la lata tiene 350 cm®debe tener una altura

B /5600 1 [5600
h=; — yunradlor—43 —

La formula que nos permite calcular el volumen de la lata en
funcién de la altura es, entonces,V (h) = I[_6 h?.

O Problema 2

alto =x

ancho x
largo 2x

Si la pileta de Claudia tiene 5 m de ancho, debe tener 10 m de
largoy 2,5 m de altura, entonces:

Cantidad de material

necesario para el piso 5x10m’=50m’

Cantidad de material
necesario para dos paredes
laterales 2.(5x25m%)=2.125m’=24m’

Cantidad de material
necesario para las otras

dos paredes laterales 2.(10x2,5m) =2. 25m’=50m’

Cantidad total de material

necesario 50m’+2.125m°+2.25m* =124 m’

Puerto de Alejandria

¢Sabian que...?

Hypatia de Alejandria, matematica, astré-
noma y filésofa del siglo IV, fue la hija de
un matematico y astrénomo que trabajaba
en el museo de esa ciudad, quien le enseid
el arte de la oratoria y los principios de la
ensefianza. Muchos estudiantes de otras
ciudades viajaban a Alejandria para apren-
der con ella. La mayor parte de sus escritos
eran libros de texto para sus alumnos. Su
trabajo méas importante fue en Algebra.
Mas cerca de nuestros dias, Maria Gaetana
Agnesi (1718 - 1799), la mayor de veintitn
hermanos, hija de un profesor de Matema-
tica que le brindé una gran educacién
(contrariamente a las costumbres de su
época en cuanto a las mujeres), fue reco-
nocida como una verdadera nifia prodigio
debido a la cantidad de lenguas que habla-
ba desde muy temprana edad. En su ado-
lescencia se gradu6 en Matematica, y a los
veinte aflos comenz6 a trabajar en su mas
importante obra, Istituzione analitiche,
pensada como un libro de texto para sus
hermanos. Cuando este libro fue publicado
en 1748, se transformé en un éxito en el
mundo académico, por ser uno de los pri-
meros y mas completos tratados de anali-
sis matematico y un modelo de claridad.
Fue traducido a varios idiomas y utilizado
ampliamente como texto.



FUNCIONES Y ECUACIONES POLINOMICAS

Funciones 2

1. Un edificio necesita un tanque de
agua en forma de ortoedro (paralelepi-
pedo de base cuadrada, como indica la
figura), y cuya altura exceda en 10 cm a
la cuarta parte del lado de la base.

X

a. ;Qué volumen tendra un tanque que
tenga 1 m de ancho?

b. ;Qué volumen tendra el tanque si tie-
ne 1 mde altura?

c. Encuentren una funcién que permita
calcular el volumen del tanque en fun-
cion del lado de su base.

2. Tenemos un diario gigante abierto.
Encuentren una funcién que permita
calcular el grosor que se obtiene al do-
blarlo 4 veces en funcion del grosor del
diario abierto.

El es entonces: $75.124 =

Tenemos en total 8 juntas: 4 de 2,5m; 2de 10 my2de5m,osea
que necesitamos (4.2,5+2.10+2.5) m =40 m de soldadura ..
el sera: $40.40m =

Para saber el costo de colocacién, necesitamos conocer los m*
que se van a colocar.

El volumen de la piletaes 5.10.2,5m’ =125 m* ..

el serd: $50.125m’ =
El sera:
El de la pileta sera:

Sila pileta debe tener 8 m de largo, entonces tendra 4 m de
anchoy2 mdealto ..

(8.4+8.2.2+4.2.2).75 = $6000
(8.2+4.2+2.4).40=5$1280
Costo de excavacion y colocacion  (8.2.4).50 =$3200

Costo de traslado $100

Costo total $10580

Costo de materiales

Costo de soldadura

Para poder saber cuales son las dimensiones de la pileta que
se puede construir con $5665, tenemos que encontrar una
féormula que nos permita calcular el costo de la pileta en fun-
cion de su ancho.

Llamemos, entonces, x al ancho de la pileta; luego, el largo es
1
=X.

2x y la profundidad es >

Costo de materiales (x.2x+2x.lx.2+x.% .X.2).75=
2

= (2% + 2x3+ %) .75 =5x°. 75 = $375 X

1
Costo de soldadura (2x.2+x.2+§ .X.2).40=

=(4x+2x+x).40=7x.40 =$280.x

Costo de excavacion

1
y colocacién (x.2x. 5 x).50 = $50. %>

Costo de traslado $100

Costo total 50%>+ 375x°+ 280X + 100

Por lo tanto, tenemos que resolver la ecuacion:
50x°+ 375x’+ 280x + 100 = 5665



Como vemos, esta ecuacion es distinta de las conocidas hasta

el momento, porque tiene un término con x*. Dado que no po-
demos despejar x, ni tampoco conocemos alguna féormula que
la resuelva, analicemos qué se puede hacer.

Para ello, debemos definir previamente varios conceptos.

Funcion polinémica

Un polinomio, o funcién polinémica, es una expresion de
la forma:

n -1
P(x)=a,x"+a, X" "+..+ax+a,
donde los a,,...,a, son nimeros reales, n es un ndmero natu-
ral o ceroy todas las potencias a las que aparece elevado x

son numeros naturales o cero.

a,...a, se llaman coeficientes del polinomio

a, se [lama coeficiente principal

a, se llama término independiente

n se llama grado del polinomio

Sia, =1,dicho polinomio se llama ménico.

El polinomio cuyos coeficientes son todos cero se llama
polinomio nulo, se nota N(x) y no tiene grado.

Por ejemplo:

P(h) = % h* es un polinomio de grado 3; el coeficiente

T
16"’

Q(x) = 50x* + 375x” + 280x + 100 es un polinomio de grado 3

principal es y el resto de los coeficientes, cero.

cuyo coeficiente principal es 50.
R(x) = x*~5x° + 3x — 5 es un polinomio moénico de grado 4.

Las funciones lineales son funciones polinémicas de primer
gradoy las funciones cuadraticas son funciones polinémicas
de grado 2.

Dado que para cualquier valor de x podemos realizar las opera -
ciones indicadas en la formula de la funcion, el dominio de las
funciones polindmicas es R, aunque en las funciones de los
problemas 1y 2 el contexto determina que x > 0.

3. Determinen cuales de las siguientes
expresiones son polinomios y cuales no.
En este ultimo caso, expliquen por qué.
En caso de que si lo sean, determinen el
grado, el coeficiente principal y el térmi -
no independiente.

a. Q(x) = 9x +8x* -2

4. Resuelvan las siguientes ecuaciones y
escriban el conjunto solucion.

a.9x-3=0

b.(x-3).(x+5).(x-1)=0

4 3 4 3
C.2X —4X =X +2X

5. Las funciones halladas en los
problemas 1y 2 json polinomios? ;Por
qué? ;Cual es el grado y cuales son

los coeficientes?




FUNCIONES Y ECUACIONES POLINOMICAS

6. Dadas las siguientes funciones poli-
némicas, encuentren dominio, ordena-
da al origen, ceros, conjunto de positivi-
dad y negatividad. Grafiquenlas como
corrimientos de la funcion f(x) = x° o de
la funcién f(x) = x°, seglin corresponda.
a.G(x)=2x"

¢ H(X) =" +2

Funciones 2

Dos polinomios

n n-1
P(x)=a,x"+a, X" +..+a,X+3a,

Q(X)=b,x"+b,_, X" +..+bx+b,

son iguales si tienen igual grado y todos sus coeficientes

correspondientes iguales, o sea,siVi=1,2, .., n:a=b,

Una ecuacion polinémica de grado n es una ecuacién de la

forma: a,Xx"+a

n-1

X"+ . +ax+a,=0

Por ejemplo: la ecuacion del problema 2 que tenemos que re-

solver es una ecuacion polinémica de tercer grado o de grado 3.

La ecuacion 3x*—5x — 2 = 0 es una ecuacioén polinémica de

grado 2 (una ecuacién cuadratica), y vimos con anterioridad

métodos para resolverla (férmula resolvente)’. Debemos aho-

ra buscar formas de resolver ecuaciones de grado mayor.

Comencemos analizando algunas funciones polindmicas

especiales:

f(x) =x°

es una funcion polinémica de gra-
do 3, con coeficiente principal 1y
el resto de los coeficientes, 0. Co -
mo tiene un solo término, se llama
monomio. Analicemos su grafica a
partir de una tabla de valores.

f(x) = x*

es una funcién polinémica de gra-
do 4, con coeficiente principal 1y
el resto de los coeficientes, 0. Co-
mo tiene un solo término, se llama
monomio. Analicemos su grafica a
partir de una tabla de valores.

S

) 2

-4

tVer Libro 1, capitulo 4.



Como vemos en el grafico, la cur-

va que representa esta funcion es
simétrica respecto del punto (0, 0),
o sea, es una funciéon imparz,y su
imagen es R.

Tiene ordenada al origen 0 y raiz
x = 0; su conjunto de positividad
es (0, +o0), su conjunto de negati-
vidad es (-eo, 0) y es creciente en
todo su dominio.

Analogamente, podemos graficar
f(x) = x" con nimpar.

Veamos algunos ejemplos.

°

Como vemos en el grafico, la cur-
va que representa esta funcion es
simétrica respecto del ejey, o sea,
es una funcién par?, y su imagen
es [0, +o0).

Tiene ordenada al origen Oy

raiz x = 0; su conjunto de positivi-
dad es R, su conjunto de negativi-
dad es ¢, y es creciente en (0, +oo)
y decreciente en (oo, 0).
Analogamente, podemos graficar
f(x) = x" con n par.

Veamos algunos ejemplos.

o

-

Si quisiéramos graficar ahora funciones de la forma

f(x) = a x"+ a,, podemos analizarlas como corrimientos® de los
graficos anteriores

O Problema 3

En una empresa, se conoce la funcién precio unitario P(x) y la
funcién costo en la produccion y venta de x miles de unidades
de determinado articulo, C(x). Estas funciones estan dadas por
las siguientes formulas: P(x) = 8 = 0,7x; C(x) =6 + 1. 3x.

a.Sielingreso es el producto de |a cantidad de articulos vendi-
dos por el precio unitario, escriban la férmula de la funcién in-
greso I(x).

b. Si la ganancia es la diferencia entre el ingreso y el costo,
scudl es la formula correspondiente a la funcién ganancia G(x)
para este articulo?

23.4Ver Libro 1, capitulo 1.

7. A partir de las conclusiones obtenidas

en el analisis de las graficas de f(x) = xay

f(x) = x*, completen la siguiente tabla,

explicando cada paso.

Formula

f(x) = x", n par

f(x) =x",n impar

Forma
aproximada

de la grafica

Dominio

Ordenada

al origen

Ceros

C+

c

Intervalos de

crecimiento

Intervalos de

decrecimiento

Imagen




FUNCIONES Y ECUACIONES POLINOMICAS Funciones 2

8. A partir de las conclusiones © Problema 3

obtenidas en el analisis de las graficas En la primera pregunta, nos piden que hallemos la formula de
3 4

def(x) =xy f(x) = X', completen la la funcién producto de la cantidad de articulos vendidos por el

siguiente tabla, explicando cada paso. . .
g P P precio unitario, por lo tanto:

) . I(x) = P(x) . x = (8 =0,7x) . x. Si aplicamos la propiedad distribu-
Férmula f(x) =ax"+b )
tiva y operamos, obtenemos:

n par, nimpar I(x) = 8x— 0,7 N
a>0,b>0 a>0,b>0

Para el item b., hallamos la funcién que resulta de calcular
la diferencia entre el ingreso y el costo.

Forma G(x) = 1(x) = C(x) =8x—0,7x*—(6+1.3x)=6,7x-0,7 xX*-6
aproximada
de la grafica El dominio de I(x) es el conjunto de todos los valores que estan

en el dominio de P(x) que sean mayores que 0, y el dominio de

G(x) esta formado por los valores x que petenecen al dominio de

Dominio
P(x) y al de C(x), o0 sea que el dominio de las nuevas funciones es
Ordenada la interseccion de los dominios de las funciones originales.
al origen
o Operaciones con polinomios
Suma de polinomios
c
- La suma de dos funciones polinémicas P(x) y O(x) es la fun-
cion R(x) tal que R(x) = P(x) + Q(x).
Intervalos de Siendo:
crecimiento P(x)=a,x" +a, X" +..+ax+a,

Q(x)=b, x"+b,_, x"*+..+bx+b,
Intervalos de . . n ne1
el polinomio R(x) = ¢, X"+ ¢,_, X"~ +... + ;X + C, es suma de

decrecimiento . . " . . .
los dos polinomios P(x) y Q(x) si sus coeficientes c, verifican:

Imagen ¢ =a,+b, VientreOyn.
Por ejemplo:
P(x) = 3x*+ 5x*—6x + 7 N
*“*x?l-@qg‘_@sy Q(x) = 8x° = 7x*—3x*+ 9x + 2
R(x) = P(x) + Q(x) = ( )+ (8 —7x" - 3x*+9x + 2) =

=+ =7) X+ (-3 X+ (6 + ) x+(7+2) =
=8xX°-4x*+2x*+3x+9

M(x) = 3x* + 8x’ = 6x*—5x + 7
N(x) = =3x* = 7x’ = 3x* + 9x + 2

<

(X) + N(x) = ( )+ (3 =7 =32+ 9x+2) =
=E=-3)x+EB=-)X+(6-3)+(5+9)x+(7+2)=
0.x"+x*—6x*+4x+9




Dado el polinomio P(x) =a, x"+a, X" '+..+a,x+a,
Definimos el polinomio opuesto de P(x) como:
n-1

-P(x)=-a,x"-a,_,x

L w—aX—a,

La resta de dos funciones polinémicas P(x) y O(x) es la suma
entre P(x) y el opuesto de Q(x), o sea
P(x) = Q(x) = P(x) + [- Q(x)]
Por ejemplo:
P(x) = 3x*+ 5x’—6x + 7
Q(x) = 8x°— 7x*-3x*+ 9x + 2
P(x) - Q(x) = ( )= (8= 7x* =3+ 9x +2) =
-8+ 7x*+3x*-9x -2 =
=8+ C+ N+ +3)X+(-6-9x+(7-2) =
=8 +10x*'+8x*-15x+7

Analizando los ejemplos anteriores, observamos que el grado
de la sumay de la resta de dos polinomios depende del grado
de éstos.

Conclusién

1 Si dos polinomios tienen distinto grado, entonces el grado de
la sumay el grado de la resta coinciden con el grado mayor.

1 Si ambos tienen el mismo grado, n, entonces:

Sia,+b, # 0, entonces gr [P(x) + O(x)] = n

Sia,+ b, =0, entonces gr [P(x) + Q(x)] < n

Producto de polinomios

El producto de dos funciones polinémicas P(x) y O(x) es la
funcién polinémica R(x) tal que R(x) = P(x) . Q(x).

El producto de dos polinomios es un nuevo polinomio que
se obtiene multiplicando cada término del primero por ca-
da uno de los términos del segundo, o sea, aplicando la pro -
piedad distributiva.

¢Como se lee...?
gr[P(x)] = grado de P(x)

9. Dados los polinomios

P(x) = =5%° + 6X — %x5+8x3—9xz+x—3

Q) =5¢+2X =65+ 2 X"~ 7x* +

+12x°—4x + 11

realicen las siguientes operaciones:
a. P(x) + Q(x)

b. 2P(x) - 9Q(x)

10. Determinen los valores de los nime-
ros reales ay b, tales que
P(x) + Q(x) = R(x), siendo:
a. P(x)=2x-3x+6x-1
O(X)=axX’—bx*+ (a+b)x-2
R(X) = 4x* - 5x* + 5x - 3

b. P(x)= T N
2 5
Q(x) = ax’— (a + b)x* + bx -2
R(x):—%x6+4x5+xz+1?2x—l




FUNCIONES Y ECUACIONES POLINOMICAS

11. Dadas las funciones polinémicas
PX)=-2x"+4x -3x"=2x+5

QX)) =x*-8x"-2x*+3
R(X)=2x*=3+ X —2x+7
encuentren

a. W(x) =5 P(x) . Q(x)

12. Dados los polinomios de grado 5 A(x),

B(x) y C(x), ninguno de los cuales es op-
uesto al otro, determinen los posibles
grados de:

a. A(x) - B(x)

b. A(x) . B(x) + C(x)

Funciones 2

Por ejemplo,

P(x) = 3x* + 8x’—6X = 5x + 7

Ox) =x"+7x*-3x* + 9x + 2

P(x).0(X) = (35" + 8%~ 65" = 5x+ 7). (X + 7x’ = 3" + 9x + 2)
Aplicando la propiedad distributiva:

P(x).Q(x) = +8x°+56x°—

=24 + 72X + 1653 — 6%/ — 42x° — 18x" — 54x° — 12x* ~5x° -
—35x4 + 1553 —45x% = 10X + 7x5 + 49x° - 21x* + 63x + 14 =
=3x"+8x* + 15x + 42x° - 32x° + 25x* + 26X’ — 78x* + 53x + 14

P(x) = 8x"+2x~-3
Q(x)=5
P(x).Q(x) = (8x*+2x—3).5= 40x*+10x-15

Observemos que al multiplicar dos polinomios donde ninguno
de ellos es el polinomio nulo, N(x) = 0, el coeficiente principal
queda formado por la multiplicacion de los coeficientes princi-
palesy el grado es la suma de los grados, dado que:

VxeR: x".x" =x"*"

Conclusion
El grado del producto de dos polinomios no nulos es la suma
de los grados de los polinomios factores.

gr[P(x) . Q(x)] = gr[P(x)] + gr[Q(x)]

O Problema 4

Matias estaba disefiando un programa de computacién para
construir cajas con forma de prisma recto de base rectangular.
Para ello, decidié que las medidas de las aristas de dicho pris-
ma surgieran como funciones de una cierta variable x. Tuvo
problemas con la computadoray perdio parte de la informa-
cion. Solo recupero las expresiones del volumen del prisma 'y
de dos aristas. ;Como puede hacer para hallar la expresion de
la tercera arista si sabe que:

Volumen = V(x) = 80 x* + 158x* + 101 x + 21

Aristaa=A(x) =2x+1

Arista b = B(x) = 5x + 3?

O Problema 4

El volumen de este prisma se calcula a través del producto de
las expresiones de las tres aristas. Si llamamos C(x) a la arista
cuya férmula se perdi6, podemos plantear lo siguiente:




Como A(x). B(x) = (2x+1) . ( 5x+3) = 10x* + 11x + 3; luego, nues-
tro problema se reduce a encontrar C(x) que verifique:

80 x* +158x*+ 101 x + 21 = (10x* + 11x + 3) . C(x)

Analicemos primero los grados. Sabemos que:
gVl =3y grfAx) . B(x)] = 2

grlV(x)] = grlA(x) . B(x) . C(x)] = gr[A(x)] + gr[B(x)] + gr[C(x)] =

=>3=2+gr[C(x)] = gr[C(x)] = 1= C(x) = ax + b; luego:

80>+ 1587+ 101x + 21 = (10x* + 11x + 3) . (ax + b) =
=10ax’+ 10bx* + 11ax’+ 11bx + 3ax +3b=>
como dos polinomios son iguales si todos sus coeficientes

son iguales:
80=10a
= a=8yb=7;luego,
101 =11b+ 3a
21=3b
luego, C(x)=8x+7

Lo que resolvimos fue una division exacta de polinomios.

Necesitamos analizar, entonces, como se dividen, en general,
los polinomios. Para ello, recordemos qué ocurre con los nu-

meros enteros.

Dividir un niumero entero a por otro nimero entero b es encon -

trar un nimero entero ctal que a =b. ¢; por ejemplo, si

a=10yb =5 entonces c=2,dado que 5.2 = 10. Pero nosotros

sabemos que ese nimero c no siempre existe. Por ejemplo, si

a=10yb =6, ladivision entera no es exacta, sino que el cociente

es 1y el resto es 4. Podemos escribir, entonces: 10=6.1 + 4.
10 6

4/ 1

Es decir, dados dos numeros enteros ay b, con b # 0, existen

siempre Gnicos numeros cy r, tales que:
a=b.c+r; 0<r<b

Algo similar ocurre con los polinomios.

Cociente de polinomios

Dados dos polinomios P(x) y Q(x), siempre existen
polinomios C(x) y R(x) Unicos, lamados cociente y resto,
respectivamente, tales que:

P(x) = C(x) . Q(x) + R(x) con gr[R(X)] < gr[Q(x)] o R(x) = O

13. Encuentren, si existen, nimeros
reales ay b tales que P(x) . Q(x) = R(x), en
cada caso:
a. P(x)=x+3

Q(X) =ax’ +3x+1

R(X) = 2x° + 9x* + bx + 3

b. P(x)=(a+1)x-3x
ox)=x+1
R(X) = 5% +2x*— (2-b) x

c. P(X)=ax*+3x,0(x)=2x+3
R(X) = 4 X° + 6 x* + 8X° + 9x

14. ;Podemos conocer el grado de un
polinomio P(x), sabiendo que:
[P =x° =6 + 15X = 20X’ + 15° — 6x + 12

15. Encuentren el polinomio P(x) del
ejercicio anterior.




FUNCIONES Y ECUACIONES POLINOMICAS

¢Sabian que...?

El algoritmo, una técnica sistematica
para solucionar un problema, fue utilizado
por primera vez por Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716).

Este es un método de resolucién de pro-
blemas complicados mediante el uso re-
petido de otro método de calculo mas
sencillo. Un ejemplo de esto es el calculo
de la division larga en nimeros enteros o
en polinomios.

En la actualidad, el término “algoritmo”
se aplica a muchos de los métodos de re-
solver problemas que empleen una se-
cuencia mecanica de pasos, como el dise-
fio de un programa de computadora. Al
igual que los algoritmos usados en arit-
mética, los algoritmos para computado-
ras pueden ser desde muy sencillos hasta
bastante complejos.

En todos los casos, la tarea que el algorit -
mo ha de realizar debe ser definible. Esta
definicion puede incluir términos mate -
maticos o légicos, o una compilacion de
datos o instrucciones escritas. Esto quiere
decir que un algoritmo debe ser progra-
mable, incluso si al final se comprueba
que el problema no tiene solucién.

En la actualidad, existen muchos algorit -
mos para diversas aplicaciones y algunos
sistemas avanzados, como los algoritmos
de inteligencia artificial, que llegaran a ser
corrientes en el futuro.

Funciones 2

Consideremos un ejemplo:

Sean P(x) = 3x* = 5x’ +2x*=3x+9 y Q(x) = 2x*+6X + 8,
necesitamos encontrar polinomios C(x) y R(x) tales que:
P(x) = Q(x) . C(x) + R(x); con gr[R(x)] < gr[Q(x)] o R(x) = 0
Como gr[R(x)] < gr[Q(x)] = gr[R(x)] < 1= R(X) = mx +n.
Ademas:

g[P(x)] = grlQx) . C

(x) + R(x)] = como gr[R(x)] < gr[Q(x)]
grlP(x)] = grfQ(x) . C(x)

1= grlQ(x)] + gr[C(x)] =
4=2+gr[C(x)]=grlC(x)] =2=>C(x) =ax*+ bx +c

P(x) = Q(x) . C(x) + R(x) =
3x* = 5x° + 2X° = 3x + 9 = (2x* + 6X + 8) (ax’ + bx + ¢) + (mx + n)
Operando, obtenemos:

X

).
).

3x" - 5% -3x+9 =
2ax" + (2b + 6a) x> + +(8b+6Cc+m)x+(8c+n)
y como los polinomios deben ser iguales:

_ =3
2a=13 = a= 3

=>Cx)= 2 X*-7x+16

N Jw

2b+6a=-5 > b=-7
8a+2c+6b=2 = =16

8b+6c+m=-3 = m =-43

= R(x) =—-43x-119
8c+n=9 > n=-119

Veamos otra manera de escribir la operacion:
Algoritmo de division

[ ¥
3x* - 5x°+ 2x*-3x + 9 | 2x*+ 6x + 8
3xH+ 9+ 12X 3x?

B 2

+ 16 COCIENTE

—14x*>- 10x*- 3x 49
//’
3253+ 53x+9
3253+ 96x + 128

—-43x — 119/ RESTO

1° dividimos 3x* por 2x’;

2° multiplicamos % x* por 2x* + 6x + 8;

3% restamos 3x* - 5x° + 2x*~ 3x + 9 con el resultado del paso 2;
4°: comenzamos de nuevo con el polinomio obtenido en el pa-
so 3y asi seguimos hasta obtener un polinomio de grado

menor que gr[O(x)].



Decimos que P(x) es divisible por Q(x) si el resto, R(x), de |a

division de P(x) por Q(x) es 0.

Ahora supongamos que Q(x) =x—a y P(x) es un polinomio
cualquiera. Por el resultado anterior, sabemos que existen C(x)
y R(x) tales que:

P(x) = C(x) . Q(x) + R(x), con gr[R(x)] < gr[O(x)] = 1,

osea, gr[R(x)] = 0 0R(x) = 0. Entonces, como R(x) es un nime-
ro, podemos llamarlo solamente R.

Tenemos que P(x) = C(x) . (x—a) + R, V nimero real x. En parti-
cular,six=a=P(a)=C(a).(@a—a)+R=R; luego, P(a)=R.

Teorema del resto

El resto de dividir un polinomio P(x) por un polinomio de la
forma (x—a) es P(a).

Si, ademas, a es un cero (o raiz) del polinomio, entonces
P(a) = 0, con lo cual el resto de dividir P(x) por (x —a) es 0.

Conclusién
P(x) es divisible por (x — a) si y sélo si P(a) = 0, o sea, a es raiz
de P(x).

Volvamos al problema 2 de la pag. 14.

Necesitamos resolver 50x° + 375x* + 280x + 100 = 5665, pero
vemos que es lo mismo que resolver la ecuacion:

50%° + 375%* + 280x + 100 — 5665 = 0

O sea, hallar las raices de la funcién polinémica

P(x) = 50%* + 375x* + 280x + 100 — 5665.

Nos propondremos, entonces, encontrar un método para hallar
las raices de polinomios de grado mayor que 2 (dado que para
los de grado 2 ya sabemos como hacerlo).

Por ejemplo, de P(x) = x* - 5x* + 6x.

Como este polinomio tiene término independiente cero,
sacamos factor comin x y obtenemos:

P(x) = x (}x*=5x + 6)

Para encontrar las raices debemos resolver: P(x) = 0 =
>x(xX*-5x+6)=0=>x=06x"-5x+6=0=
=>x=006x=206x=3(usando la formula resolvente de las e-
cuaciones cuadraticas) son las raices del polinomio y, ademas,
utilizando la forma factoreada de la funcién cuadratica,
podemos escribir: X’ = 5x + 6 = (x - 2) (x - 3).

Entonces: P(x) = x (x — 2) (x— 3), que es la forma factoreada de
este polinomio.

16. Encuentren un polinomio P(x)
sabiendo que el cociente de dividir P(x)
por Q(x) = 2XC + x* + 2x -5 es

C(x) = —2x" + 5x— 3 y el resto,

R(x) = 2x —5.

17. Encuentren el cociente y el resto de
dividir P(x) por Q(x) en cada caso:
a.P(x)=x"-3x+1

0O(x) = X* + 2x

18. Hallen el resto de dividir:
a. P(x) = 9x"— 3x° + 4x’ - 3 por
Q(x)=x+3

b. P(x) = —3x* - 8x” + 4x— 5 por
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Funciones 2

¢Sabian que...?

Paolo Ruffini naci6 el 22 de septiembre de
1765 en Italiay murié el 10 de mayo de
1822. Su padre, Basilio Ruffini, era médico
en Valentano. Cuando Paolo era un ado-
lescente, la familia se mudé a Médena, al
norte de Italia. Alli, entré en la universi-
dad, en 1783, donde estudié Matematica,
Medicina, Filosofia y Literatura. El 9 de ju -
nio de 1788, Ruffini se gradu6 en Filosofia,
Medicina y Cirugia; mas tarde, en Mate-
matica. El 15 de octubre de 1788, fue de-
signado profesor de analisis, pero no sélo
se dedicé a esta tarea, sino que siguié ejer-
ciendo la medicina.

A causa de las guerras, le exigieron un jura-
mento de lealtad a la republica, que él no
quiso hacer por su religion. Perdid asi su ti-
tulo de profesor y entonces se dedicé sola-
mente a la medicinay a su trabajo mas
original: probar que la ecuacion de grado 5
no se puede resolver con radicales. Esto
significaba encontrar una férmula para las
raices en términos de los coeficientes, que
implicara solamente las operaciones de
adicion, sustraccion, multiplicacion y divi-
sion (Ruffini queria encontrar una formula
como la utilizada para resolver ecuaciones
cuadraticas). En 1799 publicé un libro don -
de plante¢ la teoria general de ecuaciones,
en el cual mostré que la solucion algebrai -
ca de la ecuacion general de grado mayor
que 4 es imposible.

P(x) = 2X° + 4x* = 2x =4 . P(-1) = 2(-1)°’ + 4(-1)*-2(-1) -4 =0 =
= -1 es raiz de P(x), con lo cual P(x) es divisible por
[x - (-1)] = (x + 1). Encontremos el cociente de dicha division:

x+1

22X+ 2x -4

2+ 4xX°-2x -4
2%+ 2x°

2X°=2x—4
2x%+ 2%

—-4x-4
—-4x -4

°/
SPX) = (x+1). (2x*+2x—4)
Pero, entonces, la ecuacién P(x) = 0 se transforma en
(X+1). (2 +2x=4)=0=>(x+1)=06 (2x*+2x-4) = 0=
=>x=-16(2x* +2x—-4) = 0= (utilizando la férmula resolvente)
=>x=16x=-2.Ademas, 2x*+2x-4=2 (x-1) [x- (-2)] =
>PX)=2(x+1) (x-1) [ x-(-2)].
Logramos asi hallar |as raices de la funcién polinémica y escri-

birla de forma factoreada.
Como es tan util poder dividir polinomios de cualquier grado
por un polinomio de la forma (x —a), existe la siguiente regla:

1 Ubicamos los coeficientes de P(x).

1Bajamos el primer coeficiente. 2 4 -2 -

1 Multiplicamos el primer coefi - + + +
ciente por a, lo colocamos bajo el a 1
segundo y sumamos. =i -2 4

1 Repetimos el paso anterior con

los siguientes coeficientes hasta 5 4 0
terminar. El dltimo nimero obte- X__| |

nido es el resto. — RESTO
Regla de Ruffini

La regla de Ruffini es un método sencillo para dividir un po-
linomio cualquiera por un polinomio monico de grado 1,0
sea, por un polinomio de la forma (x — a).

Analicemos ahora la siguiente funcién polinémica:

P(x) = 3x* =12 + 9x* + 12x - 12

Para encontrar una raiz, calculamos P(1):
P(1)=3.1*-12.1°+9.1°+12-12 = 0= 1 esraizde P(x), con
lo cual P(x) es divisible por (x — 1). Utilizando la regla de Ruffini,
obtenemos que P(x) = (x— 1) . (3x* = 9x* + 12) y si lamamos



Q, (x) = 3x’~ 9x* + 12, y buscamos una raiz de Q,(x), vemos que
como Q,(2) =3x’-9x*+12=3.2°-9.2°+12 = 0= 2 es raiz.
Luego, con la regla de Ruffini: Q,(x) = (x—2) (3. x*— 3x—6).
Llamando Q,(x) = 3x*~3x-6 =3 (x +1). (x - 2)

SPX) =3(x=1) (x=2) (x+1) (x=2) =3(x-1) (x=2)* (x +1)

Con todo esto observamos que si tenemos un polinomio P(x)
de grado ny encontramos una raiz x,, logramos escribirlo de |a
forma P(x) = (x—x,) . Q(x) y gr[Q(x)] = n— 1. Las raices de Q(x)
seran también raices de P(x); debemos, entonces, calcular las
raices de Q(x) con un procedimiento similar al de P(x) pero
para un grado menos. Si en algin momento obtenemos un po-
linomio de grado 2, podremos utilizar la formula resolvente.

Conclusion
Un polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices reales.

La raiz a de P(x) es raiz de multiplicidad m si podemos escri-
bir a P(x) de la forma P(x) = (x —a)™. Q(x), donde Q(x) es un
polinomio con O(a) # 0.

Por ejemplo:

P(x) = 3x* =12 + 9x* + 12x - 12

ComoP(x) =3(x—1) (x=2) (x+1) (x—=2) = 3(x—=1) (x—2)*(x + 1)
1y-1son raices de P(x), de multiplicidad 1 (raices simples) y 2
es una raiz de multiplicidad 2 (raiz doble).

Decimos que un polinomio esta escrito en forma factorea-
da si lo escribimos como producto de polinomios de grado
1 ode grado 2, sin raices reales.

Por ejemplo:
P(x) = 3x*—12x% + 9x* + 12x — 12 en forma factoreada se escri-
be como P(x) = 3(x—1) (x = 2)* (x + 1).

Ahora bien, una vez que encontramos una raiz, utilizando la
regla de Ruffini vamos buscando raices de polinomios de gra-
do menor. ;Co6mo encontrar la primera raiz?
Lamentablemente, para encontrar raices de polinomios de gra-
do mayor o igual a 3 no hay féormulas, como para los polino-
mios de grado 2, y no podemos despejar. Entonces, lo que de-
bemos hacer es “tantear” una raiz.

Tantear significa ir probando a mano para encontrar alguna
raiz. Los matematicos buscaron formas de tantear menos en-
gorrosas, o sea, saber qué valores probar para ver si son raices.

Algo mas...

En algunos polinomios especiales, es po-
sible encontrar su forma factoreada utili-
zando otros caminos mas cortos. Para
ello, veamos algunos de éstos:

Factor comun

Si el polinomio tiene término indepen-
diente cero, entonces P(0) = 0; luego, 0
es raiz del polinomio y todos los térmi-
nos tienen x, con lo cual, sacando factor
comun x, podemos escribir:

P(x) = x . Q(x) con Q(x) de un grado me-
nos que P(x) y para buscar el resto de las
raices de P(x) buscamos las raices de Q(x).
Por ejemplo:

x* =3 + 2x = x (}* = 3x+ 2)

Trinomio cuadrado perfecto
(@a+byl=(a+b).(a+b)=
=a’+ab+ba+b’=a’+2ab+b’
Analogamente:
(a-b)’=(a-b).(a—b) =
=a’—ab-ba+b’=a*-2ab + b
Por esto, podemos factorear las
expresiones:

a’+2ab+b? =(a+b)?
a’—2ab+b*=(a—b)

Por ejemplo:

P(x) = 9%’ —6x+1=(3x)*-2.3x+1=
= (3x-1)?

Diferencia de cuadrados
(a=-b).(@a+b)=a’~ab+ab-b’=
=a’-b’

Por esto, podemos factorear la
expresion:

a’-b*=(a-b).(a+b)

Por ejemplo:

x*=16=((X)?-4) = (X*-4).(C+4) =
(C=2%.0¢+4)=(x=2).(x+2). (¢ +4)
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19. Encuentren el cociente y el resto de
dividir P(x) = 5x* - 3x*+ 2x — 1 por
Q,(x) =x+ 5y por Q,(x) =x—6.

20. Encuentren las soluciones racionales
de las siguientes ecuaciones:

3 2 3
ax —-X+2=4x-X

b.x*+x*=3x+4x+4

C.60X—67x+21x-2=0

¢Sabian que...?
Un lema es una proposicion que es preciso
demostrar antes de establecer un teorema.

Gauss propuso el siguiente razonamiento:

X"+ ..+ a,x +a, un polinomio con todos

los coeficientes enteros, y sea g una raiz racional de P(x) escri-

SeaP(x)=a,x"+a,_,

ta en formairreducible (p,qe Z)

E)=a (E va (E
q "1q " q

n

=>0=P " . P

n n-1 n-2 _2 n-1 n
a,p +a,_,p gq+a._,p qg+..+a,pq +a,q
= >
n

q

n n-1 n-2 _2 n-1 n
=>a,p'+a,,p q+a,_,p q+..+a,pqg +3a,q =0=>

si dividimos todo por p obtenemos:

n n-1 n-2 _2 n-1 n
ap ta,_,p q+a,_,p q+..+a,pq +a,q

I
T|O
I
o
U

P

n-1 n-2 n-3 _2 n-1
=ap +a,,P q+a._,p q+..+a,q + =0=>

=

% =—(a,p"'+a,_,p"q+a,_,p"q+..+3,q" e Z >

p debe dividir a a,q", pero como py q no tienen divisores comu-
nes pues la fraccion es irreducible, p debe ser divisor de a,.

Con un razonamiento analogo, llegamos a la conclusién de que
qdebedividiraa,.

Lema de Gauss
Sea P(x) un polinomio de grado n con todos sus coeficientes
enteros. Si el nGmero racional g,escrito de manera irredu-
cible, es raiz de P(x); entonces, p divide al término indepen-

diente y q divide al coeficiente principal.

Por ejemplo:

Hallemos una raiz racional del polinomio
P(x) = 3x* - 2x*— 6x + 4

Para ello, veamos que:

a, = 4; luego, sus divisores son: 4; —4; 2; -2; 1; -1
a, = 3; luego, sus divisores son: 3; -3; 1; -1

Los posibles g son, entonces:



Luego, debemos probar con ellos:

4 4 4 4 2
Pl3)=-5:P|-3|=3:P(4)=140;P(-4)=-196;P | 5 | =0
Logramos asi encontrar una raiz racional del polinomio P(x),

2
X =3 Para hallar las otras raices, podemos dividir P(x) por X3 )

utilizando la regla de Ruffini, y obtenemos:

wIN
N}
o
|
IN

Las raices de Q(x) = 3x*— 6, x,= V2 y x,=—V2 son las otras rai-
ces de P(x).

Tenemos ahora un método para resolver |a ecuacién del pro-
blema 2 y averiguar las dimensiones maximas de la pileta:

50%°+ 375x%+ 280x + 100 = 5665
50x°+ 375x*+ 280x + 100 — 5665 = 0
50%>+ 375x°+ 280x — 5565 = 0

Tanteando, obtenemos que una solucion es 3, dado que
50.3%3+375.32+280.3~-5565 = 0; luego, para hallar los
otros valores con la regla de Ruffini obtenemos:

50>+ 375x*+ 280x — 5565 = (x — 3) . (50x2 + 525x + 1855)
Como la ecuacion cuadratica no tiene soluciones reales, x = 3
es la Unica solucion de la ecuacion original.

La respuesta al problema 2 de la pagina 12, entonces, es que
Claudia puede construir una pileta de 3 m de ancho.

O Problema 5

En un laboratorio comenzaron a las 6 A. m. a medir la
temperatura, en grados, de una sustancia durante cierto dia, y
obtuvieron la formula f(t) = 0,01t~ 0.36 t*+ 2,88 t, donde t es
el tiempo medido en horas desde el inicio de la medicion.

a. ;A qué hora la temperatura era sobre cero?

b. ;A qué hora la temperatura era bajo cero?

c. ;En algun momento la temperatura fue de 6°?

21. Encuentren la forma factoreada de
los siguientes polinomios:
a. F(X) = —24x° — 8x* + 6X + 2

b.R(x) = 81x*- 16

5 4

€. T(x) = =3x° = 2x* = 11x* - 8x* + 4x

22. Hallen un polinomio de grado 4

1
que tenga a 2 como raiz de multiplici -
dad 4y cuya ordenada al origen sea 5 .

Grafiquenlo.




FUNCIONES Y ECUACIONES POLINOMICAS

Algo mas...
;Qué significa que una funcion sea de
trazo continuo en un intervalo?

En el Libro 5, analizaremos qué signifi-
ca que una funcién sea continua en un
puntoy, por lo tanto, en un intervalo.
Coloquialmente, podemos decir que
una funcioén es de trazo continuo en un
intervalo (a, b) cuando para dibujarla no
tenemos que levantar el [apiz. Veamos
algunos ejemplos:

-

A,

Esta es una funcién continua en el
intervalo (a, b).

v

Esta no es una funcién continua en el in-
tervalo (a, b) pues no es continua en x = c.

Funciones 2

O Problema 5

Para saber a qué hora la temperatura era sobre cero, debemos
resolver una inecuacioén: 0,01 t*-0.36t*+2,88t> 0, para ello
factoricemos el polinomio:
0,01t°-0,36t°+2,88t=0,01t(t-12)(t-24)>0
Grafiquemos la funcién

f(x) =0,01t°-0,36t*+2,88t=0,01t (t—12) (t—24)

Sus raices son 0, 12 y 24; su ordenada al origen, 0.

-20 -10 10 20 30 40

Si analizamos el grafico, podemos ver que la temperatura fue
sobre cero entre las 0 y las 12 horas de comenzada la medicion,
oseaentre las 6y las 18 horas; y que fue bajo cero entre las 12
y las 24 horas de iniciada la medicién, o sea, entre las 18 hs.y
las 6 hs. del dia siguiente.

Podemos ver, ademas, que a las 6 horas de medicion la tempe-
ratura fue f(6) = 0,01.6°-0,36.6°+2,88.6=6,48,yalas 7
horas de medicién, f(7)=0,01.7°-0,36.7>+2,88.7 = 5,95.
Luego, como la grafica es de trazo continuo, debe haber un va-
lor de t tal que f(t) = 6.

Teorema del valor medio de Cauchy

Si una funcion f es de trazo continuo en un intervalo [a, b]
y f(a) = f(b), entonces para todo k que esté entre f(a) y f(b)
existe por lo menos un valor x € [a, b] tal que f(x) = k.

En otras palabras, f toma todos los valores entre f(a) y f(b).
En particular, sif(a) < 0y f(b) > 0, entonces 0 esta entre f(a) y
f(b); luego, existe un x € [a, b] tal que f(x) = 0.

Teorema de Bolzano-Weierstrass

Si una funcioén f(x) es de trazo continuo en un intervaloIy
existena el bel/f(a)<0yf(b)> 0, entonces existe, por lo
menos,un cel/f(c) = 0.

Supongamos ahora que x, y x, son dos raices consecutivas de
una funcién de trazo continuo f(x), y que a y b son dos valores
entre x, y X, tales que f(a) < 0 y f(b) > 0; por el teorema anterior,



deberia existir un valor centre ay b tal que f(c) = 0, o sea, c se - 23. Dadas las siguientes funciones, ha-
ria una raiz de la funcién. Esto no puede ocurrir porque c esta llen: dominio, interseccion con los ejes,

entre x, y x,, que eran dos raices consecutivas; luego, f(a) y f(b) e

dad, y grafico aproximado:
deben ser del mismo signo, o sea: ye P

a.F(x)=x"-8

Corolario del teorema de Bolzano-Weierstrass

Entre dos raices consecutivas de una funcion de trazo

continuo, la funcion no cambia de signo. O es positiva
0 es negativa.

Analicemos las graficas de ciertas funciones polinomicas:
P(x) = 2 +4x*=2x—4 =2 (x+1) (x=1) (x+2) °

Como vemos, las raices son =1, 1y -2,y la ordenada al origen es
P(0) =-4. Analicemos el conjunto de positividad y de negativi-
dad de P(x). Por el corolario del Teorema de Bolzano-Weierstrass,
como es de trazo continuo, sélo puede cambiar de signo en las 9
raices, con lo cual para saber el signo entre dos raices basta 4
verlo en un punto, o sea:

-2 -1 1

<
<<

Y

P(-4) =-60 P(-1,1)=0,378 P(0) =-4 P(2) =24

Luego C = (-0, -2) U (-1,1) y C" = (=2, -1) U (1, +o0) y su grafi-
ca aproximada es:

c. H(x) = (3x=2) (4x +1) (x=5)

\4

P(x) = 3x* —12x* + 9x* + 12x—12 = 3(x—-1) (x—=2)*(x+1) °

Las raices son 1, -1y 2 (dos veces), y la ordenada al origen es
P(0) = -12.

Analicemos el conjunto de positividad y de negatividad de P(x)
en los distintos intervalos que quedan formados entre las raices:

-1 1 2

< L
< >

P(-4) = 1620 P(0) =-12 P(1,5)=0,9375 P(4)=180

s Ver forma factoreada, pagina 24.

¢ Ver forma factoreada, pagina 25.



FUNCIONES Y ECUACIONES POLINOMICAS Funciones 2

Luego C"= (-1,1)y C"= (~o0,=1) U (1, 2) U (2, +e0), y su gréfica

24. a. Encuentren la formula de una fun- .
aproximada es:

cion polinémica cuyo grado sea 9y sus

Unicas raices sean 2, -3y 4. ) |

A
4

b. ;Existe una Unica funcién que verifica

lo anterior?

25. Dada la funcién polinémica - l\
f(x) = 5 + X" + x + 2, jpodemos afirmar

que existe un valor de x tal que

i . Analizando las dos graficas anteriores, vemos que aunque ésta
f(x) = 2,82 Expliquen por qué.

puede cambiar de signo sélo en las raices, no cambia si la raiz
tiene multiplicidad par.

Conclusion

Si una raiz es de multiplicidad par, la grafica de la funcion poli-
némica llega alli, roza y sigue para el mismo lado. Si una raiz es
de multiplicidad impar, la grafica cruza alli el eje.

26. Encuentren la férmula de una fun-
cion de grado minimo cuya grafica sea:

(V)
40
O Problema 6
2 Tracen la grafica y hallen la férmula de una funcién polino-
mica de grado 11 cuyas Unicas raices sean -2, 1y 2, cuya orde-
, . nada al origen sea —4 y cuyo conjunto de positividad sea
-40 20 | 20 0 @ Ct= (1' 2) U (2’ +°°).
O Problema 6
V)
Una posible grafica es la siguiente:
5
« . o /
4 3/ -1 ()

s

o
2 Vemos entonces que en las raices =2y 2 no corta al eje; luego,
deben ser de multiplicidad par; en cambio, en la raiz 1 cambia de
: 3 - T T é signo, o sea, su multiplicidad debe ser impar.
? Su formula sera: P(x) = a (x +2)" (x—1)™ (x - 2)" con
2 n+m+r=11,nyrparesymimpar. Porejemplo:
A

P(x) =a (x +2)* (x— 1)’ (x—2)°y como P(0) = —4 entonces

_4=a(0+2)2(0—1)3(0—2)6=a(—256).'.a=é

P(X) = oo (x+2)* (x= 1) (x—2)°
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